EAE MAT 2
Repére a reporter sur la copie

SESSION 2011

AGREGATION

CONCOURS EXTERNE

Section : MATHEMATIQUES

COMPOSITION D’ANALYSE ET PROBABILITES

Durée : 6 heures

Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumérique ou a
écran graphique — a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément a la
circulaire n® 99-186 du 16 novembre 1999.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique est
rigoureusement interdit.

Dans le cas o un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit ’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis ’en-téte détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de
signer ou de Uidentifier.
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RAPPELS ET NOTATIONS.

L'objet de ce probleme est d’étudier les applications Lipschitziennes, non linéaires en général,
entre espaces vectoriels normés. Le probleme est divisé en six parties. Les quatre premiéres parties
sont indépendantes.

- Dans tout le probleme, on considére des R- espaces vectoriels normés, dont la norme sera notée
.| s’iln’y a pas d’ambiguité. La droite réelle R sera toujours munie de la valeur absolue | . |.

- 8i X et Y sont deux espaces vectoriels normés et f: X — Y est linéaire continue, on note

I Gl
1l = !
xex\ioy  lxll
On dit que @ : X — Y est une isométrie si |P(x;) — D{x2)|| = || x; — x2 || pour tout couple (x, xp) € X2,

On notera qu'une telle isométrie n’est pas nécessairement linéaire.
- Soit M un nombre réel positif. Une application F: X — Y est dite M-Lipschitzienne si

I1F(x1) = Flx)ll < Mllx1 — x2]

pour tout couple (x1, x2) € X2. Une application Lipschitzienne est une application qui, pour un cer-
tain M > 0, est M-Lipschitzienne.

- Un espace normé X est dit séparable s'il contient une suite dense, ou en d’autres termes une
partie dénombrable dense.

- Pour tout espace normé X, on note X~ I'espace dual de X, c’est-a-dire I'espace vectoriel des
formes linéaires continues de X dans R. Pour tout couple (x*,x) € X* x X, on note x*(x) =< x*,x >.
Conformément aux notations ci-dessus, on note

*
= sup X2
xexviop Il
On rappelle que I'espace dual X* muni de cette norme est un espace de Banach. On notera simple-
ment X** espace (X*)*.

- L'espace vectoriel engendré par une partie A d'un espace normé X sera noté vect[A], et sa fer-
meture sera notée vect[Al.

- Soit C une partie convexe d’'un R-espace vectoriel X. On dit que g : C — R est convexe si pour
tous (£1, £, .o by X1, X250, Xn) € [0,1]" x C" telsque ty + o +...+ t, =1, 0na

n n
g3 tixi) < ) ig(xy).
i=1 i=1

n
- Soit n € N*. On définit sur R” la norme || (x1, X2, ...., X)) |l = Z 1x;1.
i=1
- Soient Q un ouvert de R”, x € Q et g : O — R une fonction différentiable en x. On note {Vg}(x) la
différentielle de g au point x. Cette différentielle {Vg}(x) est donc une forme linéaire sur R”.
- On rappelle le lemme de Baire : si P est un espace métrique complet et si pour tout entier j > 1,

V; est un sous-ensemble ouvert et dense de P, alors I'ensemble ﬂ V; est dense dans P.
j=1
- On rappelle enfin que

f e Pdt= /7.
R



I. PRELIMINAIRES

1. Soient E un espace vectoriel normé, F un espace de Banach, Aune partiedensede Eet f : A— F
une application M-Lipschitzienne. Montrer qu’il existe une unique application M-Lipschitzienne
f : E — F telle que pour tout a € A, on ait f(a) = f(a) (pour x € E, on pourra considérer une suite
(a,) d’éléments de A qui converge vers x, et montrer que la suite (f(a;)) est de Cauchy).

2. Soit n > 1. On définit y : R” — R par

Y(X1, X2,y Xn) = exp(-1m()_ x3)).

i=1

a. Montrer que ¥ est intégrable sur R” et que 'on a pour tout entier p > 1

./1;" Y(uy, ty, ..., up)duyduy...duy, = fRn piy(pt, pta, ... ptp)dtdt..dt, =1.

Soit f :R” — R une fonction Lipschitzienne. Pour tout entier p > 1, on pose

gp(xl,xz,....,xn) = Ln pn'}’(ptl,ptz,..., ptn)f(xl —t,Xo— Iy, Xn— tp)dtidts...dty,.

b. Montrer que la fonction g, est bien définie pour tout p > 1, et que la suite de fonctions (gp)p>1
converge vers f uniformément sur R".

¢. Montrer que pour tout p > 1, la fonction g, est contintiment différentiable sur R” (on pourra
effectuer le changement de variable vy = x; — 11,%.., Un = X — t).

d. Soit E un espace normé de dimension finie non réduit a {0}. On désigne par Lip,(E) 'espace
des fonctions Lipschitziennes f de E dans R telles que f(0) = 0. Pour f € Lipy(E), on pose

If(x) - £
lx—yll
Montrer que pour toute fonction f € Lipy(E), il existe une suite (hy)p>1 < Lipo(E) de fonctions
continiiment différentiables sur E telles que ||k, < || fllz pour tout p, et telles que la suite (hp)p>1
converge vers f uniformément sur E.

I flliz = sup{ (6, € E? x# ).

II. ISOMETRIES ET LINEARITE.
1. On munit dans cette question seulement I'espace R? de la norme | (x, Wlloo = max{lx|,|yl}. Soit
f:@®,|.D)— (R3] . o) définie par f(2) = (¢, sin(z)). Montrer que f est une isométrie non linéaire.
2. Soit /£ un espace préhilbertien, dont la norme est notée | . [|2.

a. Soient x et y deux points de A et t €]0,1][ tels que x|z = yl2 = ltx + (1 ~ ) yll2. Montrer
qu’alors x =y.

b. Soient x;, x» et x5 trois vecteurs de # tels que x; = xp + x3 et | x1ll2 = | x2ll2 + | x3ll2. Montrer
qu'il existe un réel A > 0 tel que x, = Ax; (on pourra se ramener au cas ol les (x;) sont non nuls et
considérer les vecteurs normalisés (]| x;[l; " x:)).

c. Soit ¢ : R — 7 une isométrie telle que ¢(0) = 0. Etablir que ¢ () = t¢(1) pour tout ¢ > 0.
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d. Soit Y un espace normé, et ¢ : Y — .7 une isométrie telle que ¢(0) = 0. Montrer que pour tout
couple de vecteurs (x,y) dans Y et tout £ > 0, ona ¢p(x+ ty) = (1 — HHP(x) + td(x + y).
e. Montrer que ¢ est une application linéaire de Y dans /.

II1. DUALITE DES ESPACES NORMES

1. Soit X un espace normé, H un hyperplan de X, et u € X\ H. Soit h* € H* de norme égale a 1.
Montrer que

sup [< h*,hy > —||hy —ulll < inf [< h*, hy > +||hy — ull].
h1€H thH

2. Soit a e Rtel que

sup[<h*,hy > ~|lh —ull < a < inf [< h*, by > +( hy — ull].
h1€H thH

a. On définit x* : X — R comme suit : pour tout (#,1) € HxR, < x*,h+ tu >=< h*,h > +ta.
Montrer que x* € X™ et que || x*| = 1.

b. Soit E un espace normé de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que
pour tout x* € F*, il existe y* € E* tel que ||y* || = | x*|| et tel que < y*,x >=< x*,x > pour tout x€ F.

Dans toute la suite de cette partie, X désignera un espace normé de dimension infinie, supposé
séparable. On notera (x,) 31 une suite dense dans X. '

3. Soit x € X.
a. Montrer qu'il existe une suite croissante (Ej)x>o de sous-espaces de dimension finie de X tels

que x € E et tels que la réunion V = |_J Ej soit dense dans X.
k>0
b. Montrer qu'il existe v* € V* de norme 1 tel que < v*, x >= ||x|| (on pourra utiliser le II1.2.b)).
c. Montrer qu'il existe x* € X* de norme 1 tel que < x*, x >= || x|.

4. Soit Jx : X — X** définie pour tout (x,x*) € X x X* par < Jx(x),x* >=< x*, x >. Montrer que Jx
est une isométrie linéaire.

5. a. Soit (x;)n>1 une suite de X* telle que | x| < 1 pour tout n. Montrer qu'il existe une sous-
suite (x,)) de (xy,) telle que

lim <x} ., x>
nso )y Mk

existe pour tout k > 1.
b. Montrer que

: *
r}l_r};) < Xgpnyr % >

existe pour tout z € X.
c. On pose < x*,z >= lim < xg,,z >. Montrer que I'application x* ainsi définie est une forme
n—oo
linéaire et que [jx* || < 1.

6. Soit j: R — X une isométrie telle que j(0) =0.
a. Soit k € N. Montrer qu'il existe x; € X* de norme 1 tel que < x;, j(k) — j(—k) >=2k.
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b. Montrer que < x;, j(f) >= t pour tout f € [k, k].
c. En déduire qu'il existe x* € X* de norme 1 tel que < x*, j(f) >=t pourtout t € R.

IV, DIFFERENTIABILITE DES FONCTIONS CONVEXES

1. Soit f: R — Rune fonction convexe.
a. Soient a < b < ¢ trois nombres réels. Montrer que

f(b)-fla) <f(6)~f(a) <f(C)—f(b).

b-a = c—a = c—-b

b. Etablir que pour tout x € R, la dérivée a gauche f,(x) et la dérivée a droite f,(x) de f en x
existent, que fé(x) < fj(x), et que six; < xp,ona

fex) < fx) < fy(xa).

c. Montrer que f est continue, et que le sous-ensemble . de R constitué des points ol f n'est
pas dérivable est fini ou dénombrable (on vérifiera I'existence de y : ¥ — Q tel que pour tout x € &,

Y (x) €l fg (), £7(0D.
d. Soit x € R. On définit 7 : R* — R par
() = [flx+ D+ flx—1) —2f(D]/1.

Montrer que 7 est impaire et croissante sur R*, puis que f est dérivable en x si et seulement si

lim 7(¢) =0.
tr0*

2. Soit C un sous-ensemble convexe de R” tel que (—x) € C pour tout x € C, et F: C — R une
fonction convexe. On suppose que F(0) = 0 et que F est majorée sur C. Montrer que

sup F(x) = supi{F{(x)|.

xeC xeC

3. Soit g: R” — R une fonction convexe.
a. Soient x = (x;)1<ixn €R" et a > 0.
On note {e1, e, ..., €} la base canonique de R". Montrer que

sup g(x+h) -g(x)= _max glx+eae;)—gx).
I <a I<igmlel=1

b. Montrer que g est continue en tout point x de R”.

4. Soient ke N*, 1< i< n,ett>0.0npose

glx+te)+gx~te)—-2g(x) 1

Of,i(5) ={xeR"; - <<}

et

Vii = U Ok,i (8).

>0
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a. Montrer que I'ensemble Vi ; est ouvert.

b. Soit
A= ﬂ Vk.i-
k>1

0
Montrer que A; = {x € R"; —é~g—(x) existe}.
X
c. Montrer que A; est dense dans R” (on pourra utiliser la Question IV.1.c).

5. Montrer que I'ensemble

est dense dans R” (on remarquera que chaque ensemble A; est une intersection dénombrable
d’ouverts).

L 0
6. Soit x € Q. On définit la fonction G par G(y) = g(y) — g(x) — Z (¥i— xﬁ%(x).
i=1 i

a. Montrer que pour tout € R”,
IG(x+h)|< max Gx+elhle).
1<ign,lel=1

b. En déduire que Q4 est I’ensemble des points de R” en lesquels la fonction g est différentiable.

7.Soit | . || une norme sur R”,
a. Justifier que || . || est convexe, que 0 ¢ Qy |, que pour tout x€ Q) ettout >0, onatxe)
etque {V| . [l}(zx) = {V] . [I}(x).

b. Montrer que pour tout x € Q ,, ona |[{V|| . [}l =< {V] . [I}{x), ﬂ%ﬂ >=1,

c. Soit z € R". Soit (xp) p>1 une suite de points de Q| qui converge vers z. Montrer que

’}i_{glo <{VIl. I} xp), z>=llz|.

V. LE THEOREME DE FIGIEL

Dans cette partie, E désigne un espace normé de dimension finie N. Soit, dans les questions V.1
et V.2, un vecteur x € E tel que [|x|| = 1. On suppose de plus que x est un point de différentiabilité de
lanorme || . || de E.

1. Soit ¢ : E — R une application 1-Lipschitzienne telle que ¢(zx) = ¢ pour tout € R. Soit y € E.
a. Montrer que pour tout € R*, on a

1=ty - to((e() + 1/ Dx) < lx— ty— o).
b. En déduire que < {V]| . [}(x), y — @(y)x >= 0, puis que {V|| . [}{(x) = ¢.

2. Soit F un espace normé séparable et soit ¢ : E — F une isométrie telle que ¢(0) = 0.

a. Montrer qu'il existe f; € F* de norme 1 tel que < f;,¢(tx) >= ¢ pour tout ¢ € R (on utilisera la
Question I11.6.¢)).

b. Montrer que f; o¢p = {V[ . [}(x).



Pour x' € Qy .y, on considere plus généralement f;; € F* de norme 1 telle que f; o= {V| . [}(x".

3. a. Montrer que pour tout z € E\{0}, il existe un point x' € Q; ; tel que {V]| . [[}(x')(2) # 0 (on
utilisera la Question IV.7.¢)).

b. En déduire qu'il existe des points xy, Xp,...,xy de Q; _y tels que la famille des différentielles
({VI. I}x))), ;< v SOIt une base de E*.

c. Montrer qu'il existe une base (z;)1<j<n de E telle que

VI B (z)) = 84

D’apres la Question V.2.b), pour tout 1 < i < N, il existe f’ € F* tel que
VI 3x) = fy, 0.

On définit une application T : F — E par
N
Ty =) faWz.
i=1

d. Montrer que T est linéaire continue et que T o¢p = Idg.

4. On suppose dans cette question que vect[¢p(E)] = F.
a. Montrer que pour tout x' € Qy j, ona

fa=WMI. 13D T.
b. Montrer que | Tl = 1 (pour y € F, on pourra poser z = T(y) et utiliser la Question IV.7 .c)).

5. On suppose a présent que X est un espace de Banach séparable de dimension infinie. D’apres
la Question I11.3.a), on a

X= Ex
k21

ou (Eg)g>1 est une suite croissante de sous-espaces de dimension finie. Soit ¥ un espace normé, et
soit @ : X — Y une isométrie telle que ®(0) = 0 et vect[®(X)] = Y. On pose Fy = vect[®(E)].

a. Montrer qu'il existe une unique application linéaire continue Ty : F — Ej telle que pour tout
x € Eg, Te(@(x)) = x, et que || Txll = 1.

b. Montrer qu'il existe une application linéaire continue 7: Y — X telle que T o ® = Idx, et que
1T =1.

6. Applications:

a. On munit R? d’une norme arbitraire. Soit f : R — R? une isométrie. Montrer qu’il existe une
base (£1,€2) de R? et une application Lipschitzienne ¢ de R dans R telles que pour tout ¢ € R, on a
f@) =tey +@(D)ee.

b. Montrer le théoréme de Mazur-Ulam : si X et Y sont des espaces de Banach séparables, toute
surjection isométrique @ : X — Y telle que ®(0) = 0 est linéaire.

VI. LE RESULTAT PRINCIPAL

Soit X un espace normé séparable de dimension infinie. On désigne par Li pg(X) I'espace vectoriel
des fonctions Lipschitziennes f de X dans R telles que f(0) = 0. Pour f € Li py(X), on pose
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|f () - F
lx=yl

On vérifie facilement que || . || est une norme sur Lipy(X), que le dual X* de X est un sous-espace
de Lipo(X) et que [|x* || = [|x* ||, pour tout x* € X*.

I fllz = sup{ s () EX? x#y}

1. Pour tout u € Lipg(X)*, on note B(u) la restriction de p a X*. Montrer que § est une application
linéaire continue de Lipy(X)* dans X** et que || 8] = 1.

2. Montrer qu'il existe une suite (x;);>1 de vecteurs de X linéairement indépendants tels que
vect[(x;j)i>1] = X et ||x;|| =27 pour tout i.

On pose Ex = vect[{x;; 1 <i< k}.

On considere I'unique application linéaire Ry : Ex — Lipo(X)™ qui satisfait pour tout 1 < n < ket
toute f € Lipy(X)

Rk(xn)[f):j[;) o [f[x,,+‘ Z tjxj)—f(' Z IfXj)]df]dtz...dtn_ldfn.,.]...dfk.

j=1j#n j=1,j#n

3. Soit f € Lipy(X). On note f} la restriction de f a E. Montrer que si fj est continiment diffé-
rentiable, on a pour tout x € Ej»

k
R (x)(f) =f;0 at V) tjxj), x>dndt,..dt.
=1

] 1 J
4. Montrer que

IRl <1

(On utilisera la Question I. 2. d).
5.a.Montrerquesil<n< k,ona

I Ri+1(xn) — Ric(xn) | < 20Xkl

b. Montrer que pour tout x € Ey, la suite (R;(x));>x converge dans I'espace de Banach Lipg(X)".

6.0n pose C = | J Ey. La Question VI.5 permet de définir pour tout x€ C
k>1

R(x)= Ih'm R (x).

a. Montrer que R est une application linéaire continue de C dans Lipy(X)* telle que ||R[| = 1 et
PBoR(x) = Jx(x) pour tout x € C (I'application f est définie a la Question VI.1).

b. En déduire qu'’il existe une application linéaire continue R:X— Lipo(X)* telle que IRI=1et
BoR=Jx.

Soient Y un espace de Banach et Q : ¥ — X une application linéaire continue, telle qu'il existe
une application M-Lipschitzienne & : X — Y telle que Qo Z = Idy et £(0) = 0. On admettra que

'équation

<S(x),y* >=<R(x),y* 0 &>



ol y* € Y* et R est définie a la Question VL. 6. b) ci-dessus, définit une application linéaire continue
S:X — Y telle que Qo S = Idy et telle que ||S]| < M.

7. Montrer que si X est un espace de Banach séparable, et §'il existe une isométrie ® de X dans un
espace de Banach Y, alors Y contient un sous-espace vectoriel fermé linéairement isométrique a X.
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