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Présentation

Problématique du controle d’attitude pour le satellite Demeter

Le mouvement d’un satellite en orbite est assimilé au mouvement d’un corps rigide dans
un référentiel inertiel. Ce mouvement peut étre décrit par le mouvement de translation de
son centre de masse et par le mouvement de rotation du corps rigide autour de son centre de
masse. Le pilotage de ce mouvement nécessite donc la définition d’un systeme de controle
d’orbite (controle du mouvement de translation) et celle d’un systéme de contréle d’attitude
(asservissement de la position angulaire du satellite autour de son centre de gravité). Le
role de ce dernier qui sera étudié ici est de controler & travers 'orientation du satellite celle
des instruments de mesure embarqués et celle des panneaux solaires afin que la plateforme
puisse remplir sa mission qu’elle soit de nature scientifique, commerciale ou militaire.

La plateforme satellite concernée dans cette étude est une plateforme microsatellite
appelée Demeter et développée au CNES. Ce satellite est le premier de la filiere de micro-
satellites Myriade dont le développement a été décidé en 1998 par le CNES afin d’élaborer
des moyens réduits en coiit et en développement d’acces a ’espace. 1l a été lancé de Baiko-
nour le 29 juin 2004 et injecté sur une orbite basse d’altitude 700 km (demi-grand axe
a = 7090 km), quasi circulaire (excentricité e < 0.001), d’inclinaison ¢ = 98 degrés et
d’ascension droite du noeud ascendant () = 250 degrés. Il s’agit d’une mission scientifique
dont l'objectif principal est I’étude des origines sismique et anthropique des perturbations
de la ionospheére. La plateforme a donc embarqué des instruments scientifiques de mesure
pour collectionner des données sur les différentes composantes du champ électromagnétique

terrestre. Les performances du systeme de controle d’attitude sont ainsi particulierement
importantes pour la réussite de la mission.

Copyrights 2006 —

Fic. 1 — Vue d’artiste du satellite Demeter au dessus de la Gréce

De par la nature de la mission scientifique et le large spectre de pointages (géocentrique,
inertiel, solaire ou orienté selon la vitesse) que cela induit, Parchitecture du systéme de
~ controdle d’attitude est définie dans le cadre d’une stabilisation suivant trois axes. Le systéme
de contrdle d’orbite et d’attitude de Demeter fonctionne suivant 4 modes résumés dans la
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F1c. 2 — Différents modes de controle du satellite Demeter

Pour chaque mode, les objectifs en termes de stabilisation de pointage assignés au
systeme de controle d’attitude peuvent étre sensiblement différents. Seuls les modes MAS et
MCO seront étudiés dans ce document. Globalement, afin de réaliser les différents controle

de pointage, le satellite dispose des actionneurs et capteurs suivants :
- Actionneurs :
4 roues a réaction (RWS);
3 magnéto-coupleurs (MTB) ;
4 tuyeres (THR) (poussée maximale de 1 Newton).
- Capteurs :
3 gyrometres (GYR);
3 magnétometres (MAG);
3 senseurs solaires (SAS);
3 senseurs stellaires (SST).

Les solutions de contrdle d’attitude proposées dans cette étude s’appuient sur la plateforme
Demeter mais ne sont pas pour autant celles qui ont été mises en ceuvre et testées en vol

réel.



Notations

Repéres et bases

-7 : (Oy, i1, EI) : repere lié au référentiel pseudo-inertiel géocentrique;
- B : (0,%,7,7%) : repére de consigne lié au satellite ;
- R : (O,%g,Yr, Zr) : repere de référence lié au satellite ;

Notations mathématiques

% - : dérivée du vecteur ¥ par rapport a un référentiel associé a repere R ;

-8 é C : variable de Laplace;

- % AU : produit vectoriel entre les vecteurs @ et 7,

- 4 : nombre complexe i? = —1;

- D(R, a1, x) : région de placement de pdles;

- A’ : matrice transposée de la matrice A;

- §,, : sous-ensemble de R™*™ des matrices symétriques réelles;

- Trace(A) : trace de la matrice A i.e. somme des éléments diagonaux de la matrice A;

- n!: factorieln =nx (n—1)---2x1;

Variables physiques

- &B/Z vitesse de rotation de B par rapport a Z, cﬁg/z = wyT + wygj+ w,Z;

- wB/R vitesse de rotation de B par rapport a Z, Jg/gr = pZ + qyf + 1Z;

- H : moment cinétique du satellite calculé en son centre de masse O, H=H L4+ Hyy+
H, Z;

- T : moment résultant des forces perturbatrices s’exercant sur le satellite, T =T,%+
Tyy +T,7;

- U moment des force de commande s’exercant sur le satellite, 4@ = u,Z + Uy ¥+ u,z

- M =1i+T : moment résultant des forces s’appliquant sur le satellite | M = M,% +
Mg+ M.z,

- I : matrice d’inertie du satellite dont les éléments sont les moments d’inertie du
satellite autour de ses axes principaux et les produits d’inertie ;

/(y22+212>dm —/y,xzdm —/leldm
sz "_[xy “—[xz

I=| -1y Iy -l |= —/yﬂidm /(T?—f—zf)dm —'/Zz'yidm/

_Izz _Iyz Izz
—/xizidm —/yizidm /(yf#—xf)dm
L i

exy Ly €t I, sont notés respectivement I, I, et I, dans les parties 2, 3 et 4;
w» : moment d’inertie d’'une roue a réaction ;

: angle de précession (angle de lacet) autour de 'axe Zg ;

. angle de rotation propre (roulis) autour de Zp;

: angle de nutation (angle de tangage) autour de axe ¥R ;

1
P Py

i
= 8 &

: angle entre le vecteur Wpg,z et le vecteur H ;
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&, : coefficient d’amortissement d’une roue a réaction ;

£ = cos ¥ : coeflicient d’amortissement associé a une paire de pdles complexes conjugués
dominante ;

b=1/I, : coeflicient inverse du moment d’inertie suivant 'axe Oy’;

b : borne inférieure sur le parametre b;

b : borne supérieure sur le parametre b;

- v, : tension d’alimentation aux bornes de 'induit du moteur & courant continu ;

Constantes

- Mg : masse de la terre;

G : constante de gravitation universelle ;

- Mg : Masse du satellite ;

p = GMg = 3.9860047 10'* m3s™2 : constante gravitationnelle pour I'attraction pri-
maire calculée d’apres le modele de potentiel américain GEM-T1 ;



- B UNES

Crnprgrighis 2008

Questionnement
Nous rappelons que les parties A, B, C sont indépendantes.

A Eléments de modélisation pour le probléme de contréle d’at-
titude

Comprendre le mouvement naturel d'un satellite autour de son centre de masse est
nécessaire avant de pouvoir s’attaquer au probléme de la synthése d'un systéme de contrile
d’attitude. Dans cette partie, I'étude va done porter sur la modélisation du mouvement de
rotation du satellite autour de son centre de masse situé en 0 (cf. figure 3).

i

/ —
7}

Ty

Fic, 3 - Satellite Demeter et le repére B : (O, £, , Z) attaché au corps du satellite

Le satellite est modélisé comme un corps rigide rectangulaire de dimensions 60 x 85 x 110
em et de masse 129 kg. On définit un repére attaché au satellite B : (0O, T, ¥, Z) dont l'origine

0 est au centre de masse du satellite et un repére inertiel T : (Oy, ir, E}, E;} lié au référentiel
pseudo-inertiel géocentrique.
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Fi1G. 4 — Référentiels inertiel et en mouvement

Il est également nécessaire de décrire I'orientation géométrique du satellite dans un
repére orbital de référence R : (Zg,Ur, Zr) lié au satellite. Ces repéres sont précisément
définis en annexe D.1.

A.1 Equations de la dynamique en attitude

A1l

A.1.2

A.1.3

Al4

Calculer la vitesse inertielle (dans le référentiel inertiel) V; de ’élément de

masse dm défini A la figure 4 en fonction de la vitesse inertielle V, de O et de
la vitesse de rotation &z,; de B par rapport a 7.

Calculer le moment cinétique H en O du satellite dans la base (Z,7,7) en
fonction de sa matrice d’inertie I et de &gz/;. Nota : on rappelle que O est le

/Rdm:O

Nous rappelons que le moment cinétique est donné par :

centre de masse du satellite.

ﬁ:/mmm

En supposant que le satellite est soumis & un moment résultant M , écrire les
équations de la dynamique (équations d’Euler) dans la base (7,7, 2).

En supposant que les axes (Z,7,7) sont les axes principaux d’inertie (I, =
Iy = I, = 0), réécrire les équations dynamiques du satellite dans la base

(f7 g’ E)'

A.2 Equations de la cinématique

Les équations d’Euler décrivent la dynamique du satellite dans le référentiel lié au satel-
lite. L’orientation du satellite dans le repére orbital local R nécessite ’emploi de paramétres
permettant d’écrire les transformations de coordonnées d’un repére a ’autre. Nous utilisons
ici les angles d’Euler qui sont rappelés en annexe D.2 et qui vont permettre de définir les
rotations d’un repére a I'autre.



De plus, on suppose que le satellite évolue sur une orbite circulaire avec une vitesse

3

orbitale angulaire constante wg = el ou ry est le rayon circulaire de I'orbite et y la
r

0

constante de gravitation.

A.2.1

A.2.2

A.2.3
A.24

A.2.5

Ecrire les coordonnées du vecteur vitesse de rotation &g,z dans la base B en
fonction des angles d’Euler et de leur dérivée.

Inverser la relation précédente afin d’exprimer (qﬁ,é,@ en fonction de ¢, 6, v,
Dy gy T

Ces équations sont-elles valides pour toutes les configurations ?

Ecrire les coordonnées du vecteur vitesse de rotation dy/; dans la base B en
fonction des angles d’Euler et de wy.

Ecrire les coordonnées du vecteur vitesse de rotation g/ dans la base B.

A.3 Equations linéarisées du mouvement

A.3.1

A.3.2

En faisant ’approximation aux petits angles, écrire les équations linéarisées
au premier ordre donnant les coordonnées du vecteur Jz/; dans la base B.
Nota : tous les termes produits des variables entre elles et leur dérivée seront
négligés.

En faisant ’approximation aux petits angles : sinangle ~ angle et cosangle ~ 1
et en supposant que lon peut identifier dz/;r & W/, écrire les équations
dynamiques d’Euler linéarisées donnant les coordonnées du vecteur igz/; dans
la base B.
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B Stabilisation de pointage par gyration

La premiére tache du systeme de contréle d’attitude est donc de stabiliser 'attitude d’un
satellite vis-a-vis des couples perturbateurs externes. Ceux-ci peuvent étre diis aux effets des
frottements atmosphériques, des radiations et/ou des vents solaires. Les couples parasites
créés par les propulseurs doivent également étre pris en compte. Une distinction classique
est opérée parmi les différents types de systémes de contréle d’attitude. On distingue ainsi
les systémes de controle d’attitude passifs et les systémes de contréle d’attitude actifs. Le
contréle d’attitude passif utilise les propriétés naturelles physiques du satellite et de son
environnement pour maintenir orientation du satellite. Un exemple classique de contrdle
d’attitude passif est la stabilisation par gyration (ou stabilisation par spin) utilisant le
phénomeéne de rigidité gyroscopique. Cette méthode de stabilisation passive et ses limites
sont étudides dans la prochaine partie dans le cas du satellite Demeter. Le satellite Demeter
utilise ce type de controle d’attitude dans le mode MAS. Ce mode est utilisé aprés séparation
du lanceur et en cas de détection d’anomalie. L’axe OZ est orienté vers le soleil avec une
rotation lente autour de cet axe pour accumulation de puissance.

Nota : dans cette partie, on ne considére que le mouvement de rotation du satellite
autour de son centre de gravité. On confondra ainsi les vecteurs de rotation Jg/z et Jp/r.

B.1 Solution et stabilité des solutions des équations d’Euler pour un satellite
spinné sans couples perturbateurs

B.1.1 On suppose qu’aucun moment externe ne s’applique sur le satellite M =0
et que le satellite subit un mouvement de spin de vitesse constante w, = n
autour de ’axe Of. De plus, on suppose que w, < n et w, < n. Montrer que
les équations de la dynamique (1) sont alors découplées. Nota : les équations
dynamiques du satellite sont alors données par :

Loy + nw, (I, — I,)
Lir, +nwy(I, = I,) = 0

Il
)

(1)

B.1.2 Donner la condition sur les inerties pour que les vitesses w, et w, restent
bornées. Conclusions.

B.1.3 On suppose de plus que le satellite posséde une symétrie axiale telle que
I, = I,. Montrer que la norme du vecteur vitesse Wg/1 = w,T + wyy + w.7 reste
constante.

B.1.4 Sous ces hypothéses, donner les solutions des équations du mouvement pour
Wgy Wys W

Un satellite spinné peut subir un mouvement périodique rotationnel appelé nutation
s’il est perturbé de sa position d’équilibre. Les causes peuvent en étre la séparation du
lanceur ou des mouvements de sous-systemes tels que les extensions de bras ou de panneaux.
Ce phénoméne se caractérise par un vecteur vitesse angulaire (p/7 non aligné avec I'axe

principal £ et une rotation de &g/7 autour du vecteur du moment cinétique H qui est fixe
dans le repére inertiel 7 sans moment perturbateur externe (cf. figure 5). Nous allons écrire
les conditions sous lesquelles ce mouvement de nutation peut se destabiliser. 4% est un
vecteur de base dans le plan défini par les vecteurs &g/r et H.



anl}

_i\ (33/1‘

o) e
F1c. 5 — Angle de nutation ¢ dans le plan (Z,y%)

B.1.5 Donner I’énergie cinétique T' de rotation en fonction des composantes de dg/7
sous les hypothéses de la question B.1.3.

B.1.6 Donner le carré de la norme du moment cinétique |H||?> en fonction des com-
posantes de &g/7 sous les hypothéses de la question B.1.3.

B.2 En déduire T en fonction de ||H||? et de 'angle de nutation 6.

B.2.1 Calculer la dérivée temporelle de 1’énergie cinétique T en fonction de ||H|?,
0, 0, L, L.

B.2.2 En déduire la condition de stabilité du mouvement de nutation en présence
de dissipation d’énergie 7" < 0.

B.3 Stabilisation passive en mode spinné

Un moyen passif afin de stabiliser le mouvement de nutation pour un satellite spinné
est de permettre un mouvement relatif d’un sous-systéme du satellite quand le mouvement
de nutation se produit et de I'interdire quand il n’y a pas de nutation. Le mouvement
de nutation sera amorti si ce mouvement relatif produit de la dissipation d’énergie. On
considére pour ce dispositif une roue plongée dans un champ magnétique amortissant sa
rotation relative autour d’un axe perpendiculaire & I'axe de spin (cf. figure 6).

Q
RO

Fi1G. 6 — Schéma pour l'amortissement du mouvement de nutation

Q est la vitesse de rotation relative de la roue par rapport au satellite et I,, le moment
d’inertie de la roue amortie autour de son axe libre. Les équations dynamiques pour le
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mouvement du satellite et de la roue sont données par :

Ly + Ty, Q) — M,

Loy + (I, — L)w.n — I,nQ = M,

Lin + 1,0 — (I - L)wyn = M, (2)
Ly(w, + Q) + £,9 = 0

ou &, est le coefficient d’amortissement de la roue.

I
B.3.1 Sous I’hypothese que —fﬂwa peut étre négligé et que M, = 0, donner I’équation

d’état z, = Appr, + B,TpM de ’ensemble satellite + roue en fonction de I,

e=—,0=—c¢€t o, =

1, I, I,

n. Nota : le vecteur d’état est donné par :

Wy
Iy = Wy

Q

B.3.2 Calculer le polynéme caractéristique P(s) de Ay, en fonction de ¢, o et ay.

B.3.3 En utilisant le critere de Routh-Hurwitz sur le polynéme caractéristique de
Ay, donner les conditions sur I, I, et I, pour que le systéme de roue stabilise
effectivement le mouvement de nutation.

B.3.4 Conclusions sur la méthode de stabilisation passive.
B.4 Stabilisation active en mode spinné

Le contréle d’attitude passif par gyration nécessite en général I'utilisation d’un systéme
de contodle d’attitude actif pour ajuster périodiquement ’attitude du satellite et la vitesse
de spin afin de réagir a I'encontre des couples perturbateurs et d’amortir le mouvement de
nutation provoqué par un mauvais équilibrage du satellite ou par I’élasticité de sa structure.
On suppose maintenant que la roue d’amortissement est montée sur le rotor d’un moteur
& courant continu. R est la résistance de I'induit du moteur et i est le courant traversant
I'induit. Le couple exercé sur la roue (et son opposé sur le satellite) est proportionnel (K,,)
au courant i. On suppose négligeables les frottements visqueux et I'inductance de I'induit.
L’induit est le siége d’une force contre-électromotrice proportionnelle (K,) a la vitesse de
rotation de la roue (). I, est le moment d’inertie total du rotor et de la roue. v, est la
tension d’alimentation aux bornes de l'induit. On négligera les effets inductifs.



B.4.1
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Ecrire ’équation électromécanique liant la vitesse et la tension.

En supposant que K, = K,, = N, on obtient les équations dynamiques completes du
satellite et de la roue commandée en I'absence de couples pertubateurs :

b O N2Q) N
Wy = —Unm
RI, RI,®
. (Im - Iz) [w
Wy + —-——I;———wzn - [—an = 0 (3)
wz+ -I"Z"Q - —IZ'—wy’n, = ()

2

ol n = w, est la vitesse de spin constante autour de I'axe Z. On pose les notations y = ——

et kK =

B.4.2

B.4.3

B.4.4
B.4.5

B.4.6

B.4.7

B.4.8

B.4.9

RI,

RI,

En utilisant les mémes notations, hypothéses et le méme vecteur d’état que
la question B.3.1, donner ’équation d’état &, = An.xn + Bpeem de Pensemble
satellite -+ roue -+ moteur avec M = 0.

On suppose que la vitesse de rotation autour de P’axe i peut étre mesurée.
Compléter le modele d’état précédent par son équation de sortie.

La représentation d’état ainsi construite est-elle observable ?

En appliquant la transformée de Laplace aux équations (3), compléter le
schéma fonctionnel du document réponse DR1.

wy(s) )

U (5)

Nnl, s

RIZ (s24+a2)(s+7)
On souhaite mettre en ceuvre une correction de sortie proportionnelle v, =
Kw,, montrer en utilisant le lieu des racines (ou lieu d’Evans) de Ly(s) que le

mouvement de nutation peut étre stabilisé pour tout 0 < K < oo quelque soit
le signe de I, — I,.

Calculer la fonction de transfert en boucle ouverte L{s) =

On suppose que [, < I, soit ¢ < 1, montrer que L(s) = Ly(s) =

Déduire du lieu des racines précédent un majorant (qui n’est pas nécessairement
égal a4 la borne supérieure) sur I’amortissement de la paire de pdles complexes
dominant en boucle fermée.
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C Stabilisation de pointage trois axes par propulseurs

Nous nous intéressons au systéme de contréole d’attitude de Demeter en mode MCO
(Mode de Contréle d’Orbite). Nous supposons ici que les propulseurs de nature continue
(ou propulseurs proportionnels) sont utilisés pour la stabilisation de I'attitude du satel-
lite par rapport a un référentiel inertiel, que I'amplitude des couples générés est grande
par rapport 4 Pamplitude des couples perturbateurs et que la bande passante du contréle
d’attitude est grande par rapport a la vitesse de rotation orbitale. Sous ces hypotheses,
le mouvement en attitude autour des trois axes est considéré comme découplé et chaque
probléme de stabilisation d’attitude autour d’un axe principal d’inertie peut étre traité
de maniére indépendante. Ainsi, I'équation dynamique linéarisée associée au probleme de
contréle d’attitude autour de I'axe Oy est donnée par :

L,6(t) = uy (1) (4)

C.1 Stabilisation robuste par retour d’état

On suppose dans cette section que l’on dispose de la mesure en attitude 0 et en vitesse
angulaire 0 grace a l'utilisation du senseur stellaire (SST), des senseurs solaires (SAS) et
des trois gyrométres (GYR).

C.1.1 Donner le modele d’état complet sous la forme compagne de commande et
associé a I’équation dynamique (4). On notera 1/], = b. La matrice dynamique
en boucle fermée sera notée A(K,b).

Le moment d’inertie I, n'est pas parfaitement connu et peut prendre une valeur quel-
conque dans un intervalle de £40% autour de sa valeur nominale I} = 2736 kg.m?. On
souhaite trouver une loi de commande par retour d’état

u(t) = Kypz(t) = [ Ki Ko | z(t) = K\0(t) + Ky0(t) (5)

qui soit robuste vis-a-vis des variations de ce paramétre b € [b, b] et qui permette de placer
les poles en boucle fermée dans la sous-région du plan complexe représentée & la figure 7.
Cette région est définie comme I'intersection de trois sous-régions : le demi-plan gauche
défini par absisse oy, lintérieur du disque de rayon R et dont le centre est a I'origine O
du plan complexe et le secteur défini par l'angle U tel que cos ¥ = £ ou 'amortissement
associé . La région de placement de péles est notée D(R, oy, &) avec oy < 0.



C.1.2

C.1.3

C.14

C.1.5

C.1.6

C.1.7
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Aim

Fi1G. 7 — Région de placement des pdles en boucle fermée

Calculer le polynéme caractéristique en boucle fermée en fonction de Ky, Ko
et b quand on applique la loi de commande (5) au modéle d’état de la question
C.1.1.

En déduire les conditions de stabilité asymptotique en boucle fermée en fonc-
tion de Kl, Kz.

Ecrire une condition liant K;, Ks et b pour que les péles en boucle fermée
soient exclusivement réels.

Sous cette condition, en déduire 'expression des podles réels en boucle fermée
en fonction de K3, K» et b.

Ecrire une condition liant K;, Ky et b pour que les pdles en boucle fermée
soient exclusivement complexes.

Sous cette condition, en déduire ’expression des poles complexes en boucle
fermée en fonction de K;, K» et b.

On souhaite imposer la localisation des péles en boucle fermée dans la région D(R, oy, €).
11 est donc nécessaire d’écrire les conditions sur les gains de retour d’état K; et K5 condui-
sant a cette localisation.

Tournez la page S.V.P.
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C.1.8 Ecrire la condition sur Kj, K2 et b pour que la paire de pdles complexes en
boucle fermée ait un amortissement minimum &, Vbe [b, b.

C.1.9 Ecrire la condition de stabilité relative robuste (p6les en boucle fermée dans

le demi-plan gauche défini par I’abscisse a; < 0, Vb€ [b, b]) pour les pdles
complexes en fonction de Ky, oy et b.

C.1.10 Ecrire les 3 conditions de stabilité relative robuste pour les pdles réels en
fonction de K, K5, o1, b et b.

C.1.11 Ecrire la condition d’appartenance robuste (Vb€ [b, b|) au disque de centre
Porigine et de rayon R pour les pdles complexes en boucle fermée, en fonction
de Kj, R et b.

C.1.12 Ecrire les 3 conditions d’appartenance robuste (V b € [b, b]) au disque
de centre l'origine et de rayon R pour les péles réels en boucle fermée, en
fonction de K, K5, R et b.

La région de placement de pdles ne devant pas étre vide, la combinaison des conditions
sur la stabilité relative (demi-plan défini par o ) et de la condition d’appartenance au disque
conduit & une condition sur les paramétres de ces deux régions.

C.1.13 Ecrire cette condition liant b, b, R et o valable 4 la fois pour les podles réels et
les poles complexes. On effectuera ’application numérique avec les valeurs
numériques définies pour I} et ses variations admissibles.

Il est fréquent de choisir un amortissement minimal égal a & = \/—— = cosm/4. Cette

valeur sera conservée pour la suite de cette partie. En appliquant les conditions précédentes

2
au sous-domaine D(4, —1, 7) définissant le placement de péles, nous obtenons la région

réalisable représentée par I'intérieur du polytope P de sommets (Py, P, Ps, P;) de la figure
8.
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FIG. 8 — Région de réalisabilité des conditions de placement dans le plan (K, K2)

C.1.14 Donner une valeur du gain de retour d’état robuste réalisant I'objectif de
placement de pdles robuste.

Nous abordons dans cette section la synthése de loi de commande par retour d’état
minimisant I'influence au sens de la norme H,, d'une perturbation w(t) sur le vecteur des
sorties controlées z(t), dans le pire des cas, pour b€ [b , bl. La norme H, mesure I'énergie
de la réponse impulsionnelle et peut étre utilisée pour mesurer la réponse transitoire du
systéme en réponse & des conditions initiales. Pour cela, il est nécessaire de définir un
vecteur des entrées de perturbation w(t) et un vecteur des sorties contrélées z(t).

%
Ed |
r=04.~1u =y Tﬁ=rfl
R b =
S
Ky =
K

Fic. 9 - Schéma fonctionnel déerivant 'entrée de perturbation et les sorties controlées

Tournez la page S.V.P.
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C.1.15 Donner les équations d’état complétes en boucle ouverte définies par le
schéma fonctionnel 9.

i(t) = Az(t)+ Bu(t) + Byw(t)
A1) = Cua(t) + Dyyu(t) (6)
y(t) = Cal(t)

On souhaite déterminer le retour d’état u(t) = [ K1 K, | z(t) = K}, z(t) qui stabilise
le modéle d’état (6) et qui minimise la pire norme Hy ¥ b € [b , b] sur la fonction de
transfert T,,(s) entre les signaux z et w. En utilisant la définition de la norme H, et le
calcul classique par les grammiens de commandabilité ou d’observabilité, ce probléme se
reformule comme le probleme d’optimisation min max (7).

min max. Trace|C,(K,b)PC(K, b)]
Kl <O, K2 <0 be[bvb]
PcS, (7)

sous
A(K,b)P + PA(K,b) + B,B!, = 0

ott A(K,b) et C,(K,b) sont respectivement les matrices dynamiques et de sortie du modeéle
d'état en boucle fermée, P € R**? est une matrice symétrique définie positive (toutes ses
valeurs propres sont positives) solution de I’équation de Lyapunov :

A(K,b)P + PA'(K,b) + B,B., =0 (8)

La norme H, optimale est alors donnée par la racine carrée du critére optimal du probléme

(7).

C.1.16 Calculer la matrice P en fonction de b, K7 et Ks.

C.1.17 Montrer alors que le probléeme d’optimisation (7) peut s’écrire comme (9).

1+ K2~ K2K b
. ) = 1 2431
K1<I[I),lHI%2<0 bg[?,XE] fK1,K2( ) 2b2K1K2 (9)

C.1.18 Montrer que la fonction fgx, g,(b) est une fonction décroissante pour K; <

0, Kn<OetVbelb, b

C.1.19 En déduire que le probléme d’optimisation (9) devient (10).

1+ K2 — K?
min _ g(fy, Ky) =~ 2l

2 (10)
Ki<0, Ko<0 2@ K1K2
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C.1.20 Ecrire les conditions nécessaires d’optimalité pour le probléme d’optimisa-
tion (10).

C.1.21 En déduire la solution optimale Kj; du probléme d’optimisation (10) et la
valeur optimale du critére ¢*(K7, K3). Faire I'application numérique.

C.1.22 Vérifier que les poles en boucle fermée sont asymptotiquement stables quand
on applique le retour d’état K}, , v be[b, b).

C.2 Pour quelle valeur de b, obtient-on des pdles en boucle fermée complexes ?

C.2.1 Calculer 'amortissement et la pulsation propre non amortie de la paire de
pbles en boucle fermée en fonction de b et b.

C.2.2 Calculer numériguement ’amortissement et la pulsation propre non amortie
de la paire de pbles en boucle fermée pour b = b et b = b. Conclusions

Au vu des propriétés respectives des retours d'état K, et Kj; , on souhaite calculer un
retour d'état u(t) = K,x(t) qui minimise la pire norme Hy, ¥ b € [b, b] du transfert T.,,

tout en garantissant de maniére robuste le placement de poles dans la région D(4, -1,

2
La figure 10 représente le domaine admissible de la figure 8 représenté par le polytope ‘)g de
sommets les points Py, Py, Py, Py et les courbes de niveau de la fonction critére g( K, Ky)
du probléme d'optimisation (10).

=70 T T ||Il T T T
\
23[{[1 2080 \
—?5 "'l.\ P]_ -
\ 2
-—\Eﬂ— I"u
Y
2500
26 \‘“ Py )
S sl : - |
2700 \
-a0+ -
22490
0512800 \
4 My
1% 120 ~110 -100 ) Z80 70 &0 -50
K,

FiG. 10 — Région de réalisabilité des conditions de placement dans le plan (K, K2) et courbes de
niveau de la fonction g

Tournez la page S.V.P.
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C.2.3 Donner dans le plan (K7, K3), le point minimisant la pire norme Hy, V b €

[b, b] tout en garantissant le placement de péles robuste dans la sous-région

D(4, -1, -—2‘/2).

C.2.4 Déterminer approximativement numériquement K,,;; et la valeur associée de
la pire norme optimale H; en boucle fermée du transfert T,,.

C.3 Stabilisation par retour de sortie

On suppose dans cette section que I’on dispose a bord uniquement de la mesure en
attitude 6.

C.3.1 Réécrire le modéle d’état complet sous forme compagne de commande avec
les mémes notations que dans la section précédente.

C.3.2 Calculer la fonction de transfert G(s) associée a cette représentation d’état.

C.3.3 Montrer qu’il est impossible de stabiliser asymptotiquement ce systeéme avec
une loi de commande par retour de sortie statique u(t) = ky(t).

On souhaite mettre en place un asservissement de position angulaire tel que celui décrit
a la figure 11 ou C(s) est un correcteur a avance de phase de la forme :

1+aTs
C(s) =k 75 > 1 (11)
et k est un gain réglable. Les spécifications de performance sont définies par une marge de
gain minimale My = 6 dB, une marge de phase minimale My = 45 deg. pour des besoins
de robustesse, une borne supérieure sur la pulsation de coupure en boucle ouverte a 0 dB
we = 0.2 rad/s afin d’éviter que le correcteur n’excite les modes souples non modélisés du
satellite. La loi de commande sera réglée pour b = b, = 1/I7.

— C(s) -~ G(s) -

6. + €r U )

FiG. 11 - Asservissement de position en dépointage

C.3.4 Calculer la pulsation de coupure &2 0 dB de G(s).

C.3.5 Calculer le correcteur a avance de phase C(s) pour respecter les spécifications
sur les marges de stabilité et la pulsation de coupure en boucle ouverte définies
dans P’énoncé.

C.3.6 Tracer la réponse fréquentielle de la boucle ouverte C(s)G(s) dans le méme
plan de Bode (document réponse DR2) pour b=b et b = b.

C.3.7 En déduire les marges de phase My, Mg et les marges de gain M,, M5 et les pul-
sations de coupure en boucle ouverte a 0 dB., w,,, we associées respectivement
Ab=2>et b=>5. Conclusions

Le correcteur a avance de phase C(s) calculé précédemment doit étre mis en ceuvre sur
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un calculateur numérique. On va donc discrétiser le correcteur a l’aide d’une méthode de
discrétisation bilinéaire ou méthode de Tustin. On notera T, la fréquence d’échantillonnage.

C.3.8 Calculer la fonction de transfert discrétisée C(z) par application de la méthode
de Tustin o1 z = e’es.
C.3.9 Donner ’équation récurrente permettant de calculer la commande a ’instant
nTe, u(nT,) en fonction de la commande aux instants précédents et de ’erreur.
C.3.10 Choisissez une valeur pour la période d’échantillonnage 7, afin de respecter
le théoréme de Shannon. Pour cela, on se servira de la simulation de la
0
réponse indicielle de la fonction de transfert en boucle fermée 7 <(S)) donnée
(s
en figure 12.
1.4 T ! T T T T
a2k NG J
1 S s T
N S T R S S |
) .
S
>
0.6 e B T T o
Y S O O i
0.2 O |
O I I ! 4L | 1
0 10 20 30 40 50 80 70
Temps (s)

Fi1G. 12 — Réponse indicielle en boucle fermée

C.3.11 En déduire numériquement 1’équation récurrente permettant de calculer la
commande 4 l'instant nT., u(nT.) en fonction de la commande aux instants
précédents et de Verreur.

Tournez la page S.V.P.
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Documentation

D.1 Référentiels et reperes
D.1.1 Référentiel inertiel géocentrique et repére céleste moyen 7

Le référentiel inertiel utilisé par le projet microsatellite est le référentiel J2000 qui est
défini par le repere céleste moyen Z : (O, i I f;, EI) au 1°" janvier 2000 & midi, date définie
en temps universel TU1. Le référentiel céleste moyen a la date ¢ est alors défini comme suit :

- Origine Oy : centre de masse de la Terre;

- Axe O;Z et vecteur de base /21 : axe centre de masse de la Terre-péle moyen (Pole

sans les nutations de Bradley et de Newton) ;

- Axe O, X et vecteur de base 7, i : direction vernale moyenne Y au 01/01/ 2000 a 12 h;

- Axe O7Y et vecteur de base ] 7 : complete le triedre trirectangle direct (Oy, i g, k)

- Origine des temps : 01/01/2000 & 12 h;

- Echelle des temps : temps universel TU1.

Plan de I'écli

i (ligne vernale moyenne Y)

Fia. 13 — Repére céleste moyen J2000

D.1.2 Repére de référence orbital local R

R : (O, Zg,¥r, Zr) est le repére de référence orbital local orthonormé ou O est le centre
de masse du satellite et les axes sont définis par :
- I’axe portant le vecteur Zx est radial orienté du satellite vers le centre de la terre;
- Vaxe portant le vecteur yr est normal au plan orbital dans la direction opposée du
moment cinétique;
- l'axe portant le vecteur g = ¥r A Zg est dans le sens du vecteur vitesse ¥ et tel que
[Zr, Ur, Zr] forme un triedre orthonormé direct.
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Plan orbital

Fi1G. 14 — Repére orbital local R

Dans le cas ou Vorbite est circulaire, le vecteur vitesse ¥ et le vecteur g ont méme direction.

D.1.3 Repére local B lié au satellite

B : (0,Z,7,7) est le repere orthonormé mobile lié au satellite oit O est le centre de
masse du satellite. Les vecteurs de base sont obtenus par des rotations successives (cf. figure
15 et 'annexe sur les angles d’Euler).

e 5 ﬁk ZR
A
! 6
\ ]
\\ .
\ ¢
\ ;0
YR

fR ¢/9

&/ |z
F1G. 15 — Repére local B lié au satellite

Le repére satellite B se définit par rapport au repére de référence local par matrices de
rotation, angles d’Euler (Cardan cf. annexe D.2) ou quaternions.

Tournez la page S.V.P.
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D.2 Angles d’Euler

Usuellement, les angles d’Euler sont définis comme ¢ I’angle de rotation propre (roulis)
autour de g, 0, 'angle de nutation (angle de tangage) autour de 'axe ¥ et ¢, 'angle de
précession (angle de lacet) autour de I'axe 7. Afin de passer de la base R a la base B, il est
nécessaire de mettre en oeuvre une séquence de trois rotations élémentaires. La séquence
choisie est 1 — 0 — ¢. ¥ (angle de précession) est 'angle de rotation autour de l'axe Zg, ¢
(angle de nutation) est I'angle de rotation autour de 'axe Get (angle de rotation propre)
est angle de rotation autour de 'axe Z (cf. figure 15) conduisant & la séquence suivante.

3

— — — w - 8 - — =
({I"R;y}%ZR) - (aaﬁsz) - (-Ta/@7/}/) _?5_) (.T/',y,Z)

Les angles d’Euler de la séquence (3,2, 1) sont plus connus sous le nom d’angles de Cardan.

-

¢ ¢
& )
Y ®
A Zn 7 Ei
F1G. 16 — Angle ¥ F1G. 17 — Angle 6 Fi1Gc. 18 — Angle ¢
Aux trois rotations élémentaires correspondent les matrices de rotation Ty, 1y, Tp
cost siny 0 cosd 0 —sind
Ty = | —siny cosyp 0 Ty = 0 1 0
0 0 1 sind 0 cosf
) (12)
1 0 0
To=10 cos¢ sing

| 0 —sin ¢ coso
Ainsi, la matrice de rotation T} est la matrice de passage de la base (@, 3, Z) vers la base
(Zr, U, Zr)- Ses colonnes sont formées des coordonnées des vecteurs (Zr, ¥r, Zp) dans la
base (@, 3, Zr) alors que ses lignes sont formées des coordonnées de (&, 3, Zr) dans la base
(Zr, Ur, Zr). On calcule les matrices de rotation :

cos B cos ¢ cos fsin ) —sind
Tyoo = TpTyTy = | —cos¢siny +singsinfcosy  cosdcosy + sin $sin fsiny  sin ¢ cosf
sin ¢ sint + cos @sinfcosyy  —singcosp + cospsinfsiny cos¢cost
(13)

cosfcost cosfsinty —sind
Tyo =ToTy = —siny cos 1 0 (14)
sinfcosvy sinfsiny cosf
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D.3 Table de transformée de Laplace

Transformée de Laplace F(s) |  Fonction du temps f(t)

1 6(t)
1 . ,
B fonction échelon u(t)
1
;5 t
n!
s 41— o e
1 _
(s + a)? e
nl
G the = neN
1 1
—at _ ,—ft
s T _ _
Iy, ﬁ_a(ﬁe Bt qe=ot) o £ B
1 1
= ot
s(s+ o) a(l )
1 1
s(s + a)? —C_Y_i(l e ~ tae™™)
1 1
52(5 T a) a‘i(at —1 + e‘at)
1 1 2 2
—— — = = = /——at
e G CHED
3
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