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Couplage fort
de deux oscillateurs

En plagant de la maticre dans une cavité optique, on peut obtenir un systeme composite cavité-
matiere aux propriétés nouvelles, si la matiére peut étre excitée a une pulsation égale a une
pulsation de résonance de la cavité, et si ces deux résonances ont des coefficients d’amortissement
faibles devant le coefficient de couplage entre ces systemes. Un tel phénomene de couplage fort
a été mis en évidence pour des atomes en cavité au début des années 1980, puis dans des
hétérostructures de matériaux semi-conducteurs au début des années 1990.

Le probléme comporte trois parties trés largement indépendantes.

La premiére partie donne une description purement classique de deux oscillateurs harmo-
niques, de méme pulsation de résonance wy. et couplés linéairement ; le coefficient de couplage,
homogene & une pulsation, est noté ;. Ces oscillateurs sont faiblement amortis : on caractérise
chaque oscillateur par son coefficient d’amortissement 77 ou 7., également homogene a une
pulsation. On considere dans tout le probleme que €21, 71 et v2 sont trés petits devant la pul-
sation de résonance wy. L'objet du probleme est d’étudier comment la dynamique du systeme
est modifiée suivant I'importance relative des effets de couplage (£2;) et d’amortissement (; et
7v2) : on distingue ainsi un régime de couplage fort et un régime de couplage faible.

On considere dans les deux parties suivantes deux oscillateurs de natures physiques différentes :
un mode du champ électromagnétique dans une cavité, et une résonance du milieu matériel
présent dans la cavité. On décrit dans la deuxieme partie le couplage lumiére-matiere dans le
cadre de I'optique classique, en examinant comment les propriétés de dispersion et d’absorption
du milieu modifient la fonction de transmission de la cavité optique.

La troisitme partie propose une description quantique du systeme le plus simple : un seul

atome, assimilé & un systéme & deux niveaux, couplé 4 un mode discret du champ électromagnétique

de la cavité, contenant 0 ou 1 photon.
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Pour alléger les calculs, on se place dans tout le probleme dans le cas résonnant : les deux
oscillateurs ont exactement la méme fréquence de résonance, notée wy. Les coefficients d’amor-

tissement sont définis par rapport a l'énergie. Si on considére une excitation harmonique de
pulsation w. on notera A le décalage en pulsation A = w — wy.

Relations mathématiques utiles :
?”Fonction” § de Dirac :

[ 00exp(—-jf.n,rt)al’r.;; = 2md(t) (1)

[+ 4]

/tz FO)S(t — to)dt = f(to) si to € [tr, 1]

/bZ f(t)(}-(t — tg)dt =0 si f,g] ¢ [f‘lr tg]

On admettra que dans le cadre des calculs demandés dans ce probleme, on peut écrire :

f-z ¥ £
J(£)o(t — to)dt = “2”) si tg=1t; ou tg=1s (2)
ty
Transformée de Fourier d'une lorentzienne :
+oo 1
/ —— 5 exp(—jwt)dw = maexp(—alt|) (a>0) (3)
DU IS S
Conventions d’écriture :
On note j le nombre complexe tel que 42 = —1. Les candidats pourront, & leur convenance,

noter les grandeurs complexes A ou A. On note R[ | la partie réelle et [ | la partie imaginaire
de la quantité entre crochets.

Notations utilisées dans le probleme :

Constantes fondamentales :

¢ Charde SIEMBHtAITE: & sivons b suowems 5% Biein i IEEmIE TREE 35 5 5 » e=1,6010"1°C
i 10888 de PEIECEION ..\ o cvvsmn vi wuwaaison sis sumias v siswiie sia s s 42 m=9,11 1073 kg
¢ vitesse de la lumiére dans le vide .......... ... ... ... ... c=2,99 10% m.s™!
€0 permittivité diélectrique duvide ............... ... il €0 =8,8510"12 F.m™!
h constante de Planck réduite ............ociiiiiiiininn, h=h/(2r)=1,05 1073 Js

Premiére partie :
L inductance
0y coefficient de couplage
1 et 7 coefficient d’amortissement du circuit résonnant 1 ou 2
w pulsation complexe
wy et w_ pseudopulsations des modes propres
Tournez la page S.V.P.
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v+ et - coeflicients d’amortissement des modes propres
A, et A_ décalages des pics de résonance des circuits couplés par rapport a wy

Deuxiéme partie :
L longueur de la cavité
ng indice constant du milieu sans oscillateurs
r et t coeflicients de réflexion et de transmission en amplitude d'un miroir
R et T coefficients de réflexion et de transmission en énergie d’un miroir
T (w) transmission de la cavité sans oscillateurs
TFe® transmission maximale de la cavité sans oscillateurs
Ajsy intervalle en pulsation entre deux résonances consécutives de la cavité seule
£(w) désaccord de phase
Y¢ largeur a mi-hauteur des pics de transmission de la cavité seule
F Finesse de la cavité Fabry-Perot
7 temps d'un aller-retour de la lumiere dans la cavité
v coefficient d’amortissement de I'énergie du mode de la cavité seule
€, permittivité diélectrique relative
€Erg = 'RQB
X(w) susceptibilité diélectrique des oscillateurs de Lorentz
wp pulsation de résonance des oscillateurs de Lorentz
v4 coefficient d’amortissement des oscillateurs de Lorentz
N mnombre d’oscillateurs de Lorentz par unité de volume
w, pulsation plasma
€gp permittivité diélectrique du vide
a(w) coefficient d’absorption des oscillateurs de Lorentz
n(w) indice du milieu contenant les oscillateurs de Lorentz
ap = a(w = wp)
f parametre de couplage
Té"*(w) transmission de la cavité contenant les oscillateurs de Lorentz
A, et A_ décalages des pics de transmission de la cavité contenant les oscillateurs de
Lorentz par rapport a wy
Q = A, — A_, écart entre ces deux pics de transmission
Yac largeur a mi-hauteur des pics de transmission de la cavité contenant les oscillateurs
to(w) coefficient de transmission en amplitude de la cavité

Troisieme partie :
v = NI, /2 : énergie de couplage entre deux états quantiques
po densité d’états (uniforme) en énergie
§(t) distribution de Dirac
[' probabilité de transition par unité de temps de l'état discret vers le continuum donnée
par la regle d’or de Fermi
iy largeur a mi-hauteur de la densité d’états en énergie p(hw)



Premieére partie

Circuits électriques couplés

1 Equations différentielles couplées

On considere deux circuits RLC série représentés sur la Figure 1, couplés par une mutuelle
inductance M. Afin d’alléger les calculs, on considere que les circuits 1 et 2 comportent des
capacités C' égales, des inductances L égales, mais des résistances R, et Ry en général différentes.
On note e(t) la tension d'excitation éventuellement imposée en série au circuit 1 et u(t) la
tension de sortie aux bornes de la résistance R, du circuit 2. On note i;(t) et is(t) les courants
parcourant les deux circuits, les orientations étant précisées sur la Fig. 1. On suppose que le
sens des enroulements est tel que M > 0.

R4
sy B | (O e
cll Mo

OB I L I

F1c. 1 — Deux circuits RLC couplés par mutuelle induction

1. Etablir le systeme d’équations différenticlles reliant 4, (2), i5(t) et e(t).
2. Montrer que ces relations peuvent se mettre sous la forme matricielle :

(1 ) (Gt (3 ) () ove ) () - (49)

3. Les trois matrices caractérisent respectivement le terme inductif, le terme dissipatif et le
terme capacitif.

(a) A quelle condition sur ces trois matrices peut-on définir des variables qui permettent
de découpler les équations (4) 7

(b) Cela est-il toujours possible ?

4. On suppose, dans cette question uniquement, que Ry = Ry = R,

(a) En examinant la symétrie des équations différentielles couplées liant 4;(t), i»(t) et
e(t), montrer qu’il existe, dans ce cas particulier ol les résistances sont égales, deux
combinaisons linéaires simples de iy () et i5(1) qui permettent d’obtenir des équations
différentielles découplées.

(b) Expliquer en quoi ces combinaisons définissent des modes propres du systéme couplé.

2 Analyse du régime harmonique forcé

On suppose que la tension excitatrice est de la forme e(t) = E}?,[E' exp(jwt)]. On cherche les
courants sous la forme : i,(t) = %[;‘: exp(jwt)]; ia(t) = %[j’; exp(jwt)]. I = Ip exp(jer)
et I = Ing exp(jip2) sont les amplitudes complexes des courants.
L’excitation e(t) est appliquée au niveau du circuit 1. On s’intéresse a la réponse au
niveau du circuit 2, qui est de la forme u(t) = R[S exp(jwt)]. On définit donc la fonction
de transfert du montage par ﬁ(w) — ﬁ/ﬁ

Tournez la page S.V.P.
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2.1 Comportement au voisinage de la résonance

Montrer que les amplitudes complexes des courants vérifient une équation matricielle de
la forme :

(w'z — jwy — W3 w2 Jwo JE _ _j_w (ﬁ
[.U'EQ]/LU{) u)'z == ju)"}’g =4 U.-'g _{2 L 0

Exprimer les coefficients v1, vz, wo et €4 en fonction des données du probleme. On remar-
quera que le coefficient de couplage €); est bien positif avec les conventions d’orientation
des circuits choisies.

On s’intéresse a des pulsations au voisinage de wp. On note A = w — wy le décalage entre
la pulsation w et la pulsation wy. En utilisant I'hypothese |A/wy| << 1, montrer que
I’équation matricielle prend la forme simplifiée suivante :

2A—jm ™ L\_ _J(E )
Ql QA = j"fg [2 L 0

2.2 Fonction de transfert

En partant de la relation matricielle (5), établir 'expression de la fonction de transfert
H(w) au voisinage de wy.
Exprimer le module de cette fonction de transfert |§(A)| en fonction de €2y, v, et ys.

(a) En déduire l'expression de [H“'(A = 0)|, le module de la fonction de transfert en
A=0
(b) Montrer que |H(A = 0,Q;)] est une fonction croissante puis décroissante de (2;. On
notera Qe la valeur de Q; pour laquelle |H(A = 0, §2;)| est maximale. Exprimer €.
en fonction de v, et 7s.
(c) Calculer |H(A=0,0 = Qea)|-
Rechercher les extrema de |ﬁ (A)]. Montrer que pour un couplage supérieur a un couplage
.3, le module de la fonction de transfert posséde deux maxima en Ay et A_ . Exprimer
Q.3 en fonction de v; et . Exprimer A, et A_ en fonction de Q; et Q3. ,
Représenter sur un méme graphique 1’allure du module de la fonction de transfert |ﬁ (A)]
pour différentes valeurs du couplage : Q) < Q.25 Q2 < < Qg5 Q1 > Qs
On se place dans le cas ot le couplage §2; est grand devant Q.3 (21 > Q) .

(a) Montrer que la hauteur des pics de la fonction de transfert Vi (A)] est alors constante
et ne dépend que de v, et 7s.

(b) Donner la largeur & -3 dB des pics de ]}}(A)] en fonction de v, et s.

(¢c) E déduire que la puissance relative reque en sortie P(w)/P(wp) = |§(w)/§(w0)|2

présente également deux pics de résonance dont on précisera la hauteur et la largeur

a mi-hauteur.

2.3 Filtres a résonateurs couplés

Les exigences de miniaturisation et d’économie énergétique des téléphones mobiles nécessitent

le remplacement de certains composants discrets par des homologues intégrés sur silicium.
Des résonateurs micro-mécaniques sont ainsi développés pour la réalisation de filtres passe-
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du domaine audible). Pour réaliser un filtre d’ordre supérieur a deux, I'approche courante
est de coupler deux résonateurs. On cherche a obtenir la bande passante la plus plate pos-
sible, c’est a dire avec une variation de transmission aussi faible que possible au voisinage
de la résonance. Ce filtre étant ’analogue du circuit électrique couplé présenté ci-dessus,
les résultats obtenus sur la fonction de transfert sont directement utilisables.

Montrer que pour obtenir la bande passante la plus plate possible, il faut choisir £2; = (3.
On a vu précédemment que le facteur de transfert a la résonance est maximal pour
Q= Q. En déduire que ces deux conditions sont simultanément satisfaites si les deux
résonateurs ont le méme coefficient d’amortissement ~.

Dans ces conditions optimales, quel est le lien entre ce coefficient de couplage ; et le
coefficient d’amortissement ~y 7

Donner la valeur de la bande passante a -3 dB du filtre ainsi optimisé.

Application numérique : On veut obtenir une bande passante en fréquence a -3 dB de 140
kHz centrée & wp/(27) = 100 MHz. Quelles valeurs faut-il choisir pour v/(27) et Q,/(27) ?

3 Analyse en régime libre

3.1 Recherche des modes propres approchés

On suppose ici que e(t) = 0 pour ¢ > 0. On cherche une solution particuliere pour
t > 0 sous la forme 7;(t) = R[I; exp(jat)] ; ia(t) = ?R{I';exp(jﬁt)]. Les quantités I; =
Loexp(jip) et I, = Igexp(jps) sont les amplitudes complexes des courants. & est une
pulsation complexe qu’on écrira sous la forme

Ww=w4]j

B [

Préciser la signification physique et le signe de w = R[@] et de v = 23[@].

Montrer que A =& — wy vérifie I’équation algébrique :
AA? — 2(v1 + W)A — e — 2 =0 (6)

En déduire 'expression des pulsations complexes w, et w_ caractérisant les deux modes
propres, dans chacun des cas suivants :

(a) Couplage faible : Oy < Q4 = |71 — 72|/2. Montrer que les deux pulsations propres
wy sont égales, mais que les coefficients d’amortissement 7. sont différents.

(b) Couplage fort : Q; > Q4 = |7 — 72|/2. Montrer que les deux pulsations propres
wy sont différentes, mais que les coefficients d’amortissement -, sont identiques. On
notera v leur valeur commune. On notera @, la pulsation complexe dont la partie
réelle est la plus grande.

Représenter sur un graphique les pulsations wy des modes approchés en fonction de la
valeur du coefficient de couplage €2;.

. Représenter de méme les variations des coefficients d’amortissement 4 de ces modes

approchés en fonction de £2;.
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3.2 Evolution temporelle en couplage fort

On considere le cas Q; > |71 — 72|/2. En déduire une expression simplifiée des pseudo-
pulsations w, et w_. On utilisera ces expressions dans les questions qui suivent.

. Donner, dans le cadre de l'approximation faite a la question précédente, l’expression

générale de i;(t) et ia(t) lorsque les courants oscillent a la pulsation w,. Montrer que
ces deux courants sont dans une relation d’amplitude et de phase bien précise qu’on
explicitera. Méme question lorsque les courants oscillent a la pulsation w_. Que se passe-
t-il si initialement un seul de ces modes propres est excité ?

On suppose qu'a I'instant ¢ = 0 on a i;(0) = o, i2(0) = 0, %L(0) = 0, 4i2(0) = 0. Donner
Iexpression de iy (t) et i2(f) en fonction des parametres i, v, wp et .

. Représenter qualitativement 1'évolution de 7,(t) et 42(¢) sur un méme graphique.

Interpréter cette évolution en terme de modes propres.
(a) Au bout de combien de temps I’énergie est-clle enticrement passée du circuit 1 au
circuit 27

(b) Au bout de combien de temps est-elle entierement revenue au circuit 17

3.3 Préparation du systéme dans un état déterminé

On suppose qu’on puisse faire varier la valeur de la mutuelle inductance de couplage d'une
valeur nulle & la valeur M puis & nouveau a une valeur nulle. A partir d'une situation
de couplage nul, on est ainsi capable de "brancher” le couplage €}; pendant une durée
déterminée, puis de revenir dans une situation de couplage nul.

On suppose qu’au départ seul le circuit 1 oscille. Quelle durée minimale de couplage faut-il
choisir pour obtenir, apres retour a la situation de couplage nul :

(a) un transfert de toute I'énergie du circuit 1 au circuit 27

(b) des oscillations d’amplitudes égales dans les deux circuits 1 et 27





