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L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique (y compris
la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas ot un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis I’en-téte détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de
signer ou de Uidentifier.
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Page 2 - INTRODUCTION ET NOTATIONS

Dans la premiére grande formule, le signe "y" , placé aprés la virgule et avant le signe =, est

remplacé par "x".



— Introduction et notatior_ls -

On désigne par E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1.

Si x et y sont deux vecteurs de E, on note x.y leur produit scalaire et ||x|| = vx.x la norme associée.
Un réseau A de E est une partie de E vérifiant la propriété suivante :

il existe une base # = (e1,...,en) de E telle que A soit I’ensemble des combinaisons linéaires a
coefficients entiers des éléments de & :

i=1

n
A:{er/El(xl,...,xn)EZ”,y=Zx,-e,v}

On dit alors que A est le réseau défini par la base %, et que & est une Z-base de A.

Soit u : E — F une application linéaire, F étant un espace euclidien dont on note < x, y > le produit
scalaire.

On dit que u est une isométrie si, pour tous x, y € E, on a x.y =< u(x), u(y) >, et que u est une similitude
s’il existe une isométrie v : E — F et un nombre réel A > 0 tel que u = Av.

Si A estunréseaude E et A’ unréseau de F, on dit que A et A’ sont semblables s'il existe une similitude
u: E — F telle que u(A) = A,

On désigne par GL,(Z) 'ensemble des matrices M d’ordre n a coefficients dans Z, inversibles dans
M, (R) et dont I'inverse M~! est également a coefficients dans Z.

On rappelle enfin la formule suivante : si QQ, %, %’ sont trois bases de E, on a
detq B = detq B.detg &'

— PartieA -

On consideére dans cette partie un réseau A de E, et (e, . .., e,) une Z-base de A.
1. (a) Soit M € GL,(Z); montrer que detM = +1.

(b) Soit M une matrice a coefficients dans Z telle que detM = +1. Montrer que M appartient
a GL,(Z) (on pourra considérer la transposée de la comatrice de M).

(c) Montrer que GL,(Z) est un sous-groupe du groupe multiplicatif (GL,(R), X).
2. Vérifier que A est un sous-groupe de (E, +).

3. Montrer que deux bases & et 2’ de E définissent le méme réseau A si et seulement si la matrice
de passage P de % a #’ appartient a GL, (Z).

4. On suppose dans cette question que 7 = 2 et on note Z? le réseau dont une Z-base est la base
canonique (1, &2) de RZ. Soit x = ae; + bey un vecteur de Z2 avec a et b deux entiers premiers
entre eux.

(a) Montrer qu'il existe un vecteur y de Z? tel que (x, y) est une Z-base du réseau Z?,
(b) Construire une telle base lorsque x = 101¢; + 49¢;.

(c) Dans le cas général olt x = ae; + be, avec a et b deux entiers premiers entre eux, écrire
un algorithme permettant de trouver les coordonnées d’un vecteur y tel que (x, y) est une
Z-base de Z2.

(d) Soit A = [x1£1 + %282 ; (x1,%2) € Z% ; % = x1 mod 3]. Montrer que A est un réseau de R?
(on en exhibera une Z-base).



5. Soit % une Z-base de A et () une base orthonormale de E. Montrer que |detg #| ne dépend ni
de la Z-base % de A ni de la base orthonormale () de E.
Ce nombre ne dépendant donc que du réseau A, on le note : det A.

6. (a) Montrer qu’il existe un nombre réel A > 0 tel que, pour tout x = Z xie;de E,on a

i=1

Amax |x < [lx]l.
1<ign

(b) En déduire que toute boule {x, [Ix]| < R} centrée en l'origine et de rayon R > 0 ne contient
qu’un nombre fini de vecteurs de A.

(c) En déduire que m(A) = xei/{;f*u ||Ix|| est un réel strictement positif et qu’il existe un vecteur
xp € A tel que m(A) = |[xol|-
(d) On désigne par S(A) I'ensemble {x eA/|lx| = m(A)]. Montrer que S(A) est fini, puis que
Card S(A) est un entier pair et non nul.
7. Onsupposeque i, ..., U, sontk vecteurs de A tels que, pour tout x € A, il existe (xy,...,x;) € z*

k
unique tels que x = 2 xiu;. Montrer que k = n et que (uy, ..., ux) est une base de E (on pourra
i=1
considérer le Q-espace vectoriel engendré par (ey, ..., e,)).

8. Soit D = Re; la droite engendrée par e;.
Montrer que D1 N A = Zey. _
On suppose que n > 2. Soit F un supplémentaire de D; dans E, et p la projection de E sur F
parallélement & D;. Montrer que A’ = p(A) est un réseau de F, de Z-base (p(e2), ..., p(en)).

Soit réciproquement (15, ..., uy) une Z-base de A’, et (uy,...,u,) des éléments de A tels que
p(u2) = us,...,p(Uy) = uy. Montrer que (e1, uz, . .., un) est une Z-base de A.

9. Onnote ¢; : E — R la forme linéaire qui a tout vecteur xje; + - - - + xpe, de E associe x; et on
pose F; = ker ¢;.
Soit G un sous-groupe de A distinct de {0}.
(a) Montrer qu'il existe a; € Z tel que ¢1(G) = ;1 Z.
(b) En déduire que, sin =1, G est un réseau de E.

(¢) On suppose n > 2, et on note A; le réseau de F; de Z-base (ey,...,e,). On consideére
H = G N F;. Montrer que H est un sous-groupe de A;.

(d) On suppose a1 # 0; soit b € G tel que @1(b) = a;. Montrer que, pour tout x de G, il existe
un unique couple (m,v) € Z X H tel que x = mb + v.

(e) En déduire qu'il existe un sous-espace vectoriel F de E tel que G est un réseau de F (on
pourra raisonner par récurrence sur n, en distinguant les cas G C F; et G ¢ Fy).

10. Soith = rie; + - -+ + rye, un élément de S(A).

(a) Soit k un entier > 2. Montrer que b n’est pas un élément de A.
(b) En déduire qu'il existe sy,...,5, € Z telsque r1sy + -+« + rps, = 1.

() Soit f: E — R la forme linéaire sur E définie par f(xje; + -+ + xpe,) = S1X1 + +++ + SpXp.
Montrer que f(A) = Z, que H = AN ker f est un sous-groupe de A et que tout élément de
A s’écrit de fagon unique sous la forme ab + u, avecu € H eta € Z.

(d) Montrer qu'il existe une Z-base de A contenant le vecteur b.
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(e) On suppose n > 2. Soit F I'orthogonal de la droite Rb engendrée par b, et p la projection
orthogonale de E sur F. Montrer que p(A) est un réseau de F.

— Partie B : Réseaux et matrices de Gram -

Soit& = (e, ..., ey) unsysteme de n vecteurs de E. On appelle matrice de Gram associée a & la matrice
définie par les produits scalaires : G = (e;.¢)); ; € My (R). Soit une base orthonormale Q = (w, ..., w,)
de E et M = (m;;) la matrice de & sur 2 (les colonnes de M contiennent les composantes des vecteurs
ej dans la base (2).

1. Montrer que G = 'MM. En déduire que & est une base de E si et seulement si det G # 0.
2. Soit un réseau A de E, muni d"une Z-base & de matrice de Gram G. Montrer que

det G = (det A).

3. Soit & = (b, ..., by) une famille de n vecteurs d’un réseau A.
Montrer que # est une Z-base de A si et seulement si |detq Z| = det A.

4. Soient A un réseau de E, F un espace euclidien, et A’ un réseau de F.

(a) Montrer qu’il existe une isométrie u : E — F telle que A’ = u(A) si et seulement s'il existe
une Z-base #Z de A et une Z-base #’ de A’ telles que les deux matrices de Gram G et G’
associées a ces deux bases soient égales.

(b) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i. A et A’ sont semblables.

ii. il existe une Z-base # de A, une Z-base %’ de A’ et un réel u strictement positif tels
que si G et G’ sont les deux matrices de Gram associées a Z et 2’ alorsona G’ = uG.

(c) Pour tout réseau A on pose :
Tu(A) = m(A)Y(det A) 7 .

Démontrer que si A et A’ sont semblables, alors I';(A) = I',,(A”) et Card S(A) = Card S(A).

— Partie C : Quelques exemples de réseaux -

On note, dans cette partie, &, = (€1,...,€&,) la base canonique de R", que I’on munit de sa structure
euclidienne usuelle.

1. Leréseau Z". On désigne par Z" le réseau dont une Z-base est &;,.
Calculer detZ", m(Z"), S(Z") et Card S(Z").

2. Le réseau D,. On suppose que n > 2, et on désigne par D, la partie de Z" définie par:

Dy={x=((x1,...,x0) €Z" | X1+ + %, = 0mod 2}

(a) Montrer que D, est un sous-groupe de (Z", +).

(b) Onposee; =& + &z etej = gj— € pour j € {2,...,n}. Montrer que Dy est un réseau de
R" admettant B = (¢;)1<i<y comme Z-base.



(c) Calculer m(Dy,), S(D,,) et Card S(D,,).
(d) Calculer det D,,.
(e) Calculer la matrice de Gram associée a B.
(f) Montrer que D; est semblable a Z2. Donner une similitude f telle que f(Z?) = D,.
(g) Montrer que, pour n > 3, D, n’est pas semblable a Z".
3. Le réseau A,.
Soit H le plan de R® d’équation x; + x» + x3 = 0. On définit : A, = HN Z5.
(a) Montrer que Z = (e — €1, &2 — €3) est une Z-base de A;, qui est donc un réseau de H.
(b) Calculer la matrice de Gram associée a A.
(c) Calculer m(A3), S(Az) et Card S(A>).
(d) i. Montrer que A, n’est pas semblable a D,.
ii. Montrer que A, est semblable au réseau de R? défini par A = Zuy + Zup ot uy = (1,0)
etus = (3, %) (on pourra utiliser la question 4b de la partie précédente).
iii. Justifier par un dessin l’appellation « réseau hexagonal » parfois donnée a A.

— PartieD -

1. On suppose dans cette question que n > 2. Soit A un réseau de E et by un élément de S(A).
D’apres la derniére question de la partie A, il existe une Z-base (b1, uy, ..., u,) de A contenant
by, et, si p est la projection orthogonale de E sur (Rby)*, A’ = p(A) est un réseau de (Rb;)*, dont
(p(uz), ..., p(u,)) est une Z-base d’apres la question A-8.

(a) Montrer que det A = ||by||det A.
(b) Soit un vecteur x’ € A’, et xp € A tel que p(x9) = x’. On écrit xo = ab; + x’, a étant un
nombre réel.
Montrer qu'il existe un entier m tel que (m — a)? < 1.
On pose x = xg —mb; ; montrer que x € A, que p(x) = x’, puis, en utilisant la propriété que
b est de norme minimum, que ||x|]* < %IIx’iIz.
2. Soit A un réseau de E.

(a) Montrer qu'il existe une Z-base (u, ..., u,) de A telle que

nin=1)

ﬁnu,-nzs(g) © (detA) 1)
i=1

(on pourra raisonner par récurrence sur ).

(b) En déduire l'inégalité :

n=1
m(A)? < (g) " (detA):. @)

Par I'inégalité (2) ona : T,(A) < ( %)15'1. La borne supérieure des nombres I'y(A), A parcourant
I’'ensemble des réseaux de E, est donc définie ; on la note y,,. D’apreés ce qui précéde, y, < (%) =
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3. (a) Montrer que y; = % (on pourra considérer le réseau Ay).

(b) Réciproquement, soit un réseau A d’un espace vectoriel euclidien E de dimension 2, tel
que I'2(A) = % On se propose de montrer que A est semblable au réseau A;.

i. Justifier le fait qu'on peut se ramener au cas ou m(A) = 1, ce que 1'on suppose
désormais.

ii. Soit (u1,u) une Z-base de A vérifiant 'inégalité (1). Montrer que |[[u4|| = |[uz]| = 1 et
que le déterminant de (11, u2) dans une base orthornormale de E est égal a :I:g.
iii. Conclure.

— PartieE -

Dans ce qui suit, E désigne un plan euclidien et (e;, e) une base orthonormale de E.
Soit p un nombre premier, K le corps Z/pZ et m un diviseur de p —1; on note f,, : K* — K" le
morphisme de groupes multiplicatifs défini par fm(x) = x™.
1. (a) Montrer que, pour tout élément y € f,(K*), y? /"™ -1 =0,
(b) En déduire que Card f,,(K*) < EE}, puis que Card ker f,, > m.
(c) En déduire que le polyndéme X™ — 1 est scindé dans K[X].
2. On suppose que m = 4.
(a) Déduire de la question précédente qu'il existe u € Z tel que #> + 1 =0 mod p.
(b) Soit A le réseau de E de Z-base (pe;, ue; + ;). Montrer que, pour tout x € A, ||x|* est un
entier divisible par p.
(c) Montrer qu'il existe un vecteur non nul de A dont le carré de la norme vaut p (on pourra
utiliser 'inégalité (2)).
(d) En déduire que, pour tout nombre premier p = 1 mod 4, il existe a,b € Z tels que
p=a®+b%
3. On suppose que m = 8.
(@) Montrer que le polynéme X* + 1 est scindé dans K[X]. En déduire qu'il existe u € Z tel
que u? +2 =0 mod p (si z est une racine de X* + 1, on pourra calculer (z — %)2).
(b) En déduire que, pour tout nombre premier p = 1 mod 8, il existe a,b € Z tels que
p = a2 + 2b? (on considéra le réseau de E de Z-base (pey, ue; + V2e2)).
4. On suppose que m = 3.
(@) Montrer que X? + X + 1 est scindé dans K[X].
En déduire qu'il existe u € Z tel que > +3 =0 mod p.

(b) Soit A le réseau de E de Z-base (pe;, ue; + \/362). Montrer que, pour tout x € A, ||x|% est un
entier divisible par p, et que ||x||*> est soit impair, soit divisible par 4.

(c) En déduire que, pour tout nombre premier p = 1 mod 3, il existe a,b € Z tels que
p = a* + 3b%.
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