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L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronigue est
rigoureusement interdit.

Dans le cas ou un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I'épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit & formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis Pen-téte détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, ovigine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de
signer ou de Uidentifier.
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— NOTATIONS -

e 7 désigne un entier naturel non nul.

[n] désigne I’ensemble des n premiers entiers non nuls.

N désigne 'ensemble des entiers naturels, R le corps des nombres réels. et C le corps
des nombres complexes.

o M, désigne I’algébre des matrices carrées de taille n & coeflicients complexes. Son élément
neutre pour la multiplication, la matrice identité, est notée 1,,.

e P, désigne 'ensemble des matrices carrées de taille » dont tous les coefficients sont des
nombres réels positifs.

o P20 désigne 'ensemble des matrices carrées de taille n dont tous les coefficients sont des
nombres réels strictement positifs.

e S, désigne ’ensemble des matrices carrées de taille n dont tous les coefficients sont des
nombres réels positifs et dont les sommes des coefficients de chaque ligne sont égales a
1, c¢’est & dire le sous-ensemble de P, formé par les matrices M = (a;;)qj)epxm) telles
que : Vi € [n], 370 a;; = 1.

e Soient x et y deux vecteurs de R” de coordonnées respectives (1, ...,2,) et (y1,...,Yn) -
On note = < y si, pour tout ¢ dans [n], z; < ¥;.

e Soient A = (ai;)@j)emixinl € B = (bi ;)@ j)emixn dans P, . On note A < B si, pour tous
entiers 7 et j dans [n], on a a;; <b;;.

Dans les espaces vectoriels de dimension finie considérés dans ce probléme, la notion de limite
est relative & I'unique topologie associée & une norme arbitraire sur ces espaces.

— PRELIMINAIRES -

Soient i, ...,t, des nombres réels strictement positifs tels que > " ¢, = 1. Solent zi,...,z,
des nombres complexes tels que :

Vi€ n], ] <1,

D itz = 1.

On se propose de démontrer qu’il existe un nombre complexe z de module 1 tel que, pour tout
i dans |n], on ait z; = z.

1. Dans le cas particulier ot zy,...,z, sont des nombres réels tels que > "  t;z; = 1
démontrer que, pour tout ¢ dans [n}, on a z; = 1.

b

2. Démontrer le cas général (Indication : on pourra, en posant Z = . t,z;, considérer la
partie réelle du nombre compleze Y\ t;2:/7 )



— PARTIE |l -

Dans cette partie, on suppose n = 2.

Solent x,y deux nombres réels ; on pose

1.

2.

1/ 1—-2z 1+=z
P.,== .
Y2 < I+y 1—y )
Déterminer les valeurs propres de P, , et, pour chaque valeur propre, son sous-espace
propre associé. Pour quelles valeurs de (z,y), la matrice P, , est-elle diagonalisable ?

On suppose désormais —1 <z <let -1 <y<1.

(a) Démontrer qu’il existe un nombre réel u tel que —1 < u < 1 et une matrice inversible
U tels que
[ 10
L =U! J .
P.,=1 < 0 u ) L

(b) En déduire que la suite (P}, )ren admet une limite quand k& tend vers +oo. Cette
limite est notée L. Quel est le rang de L 7

s 1 l+y 1+
24yt \l+y 14z )7

(¢) Démontrer que

Soit A une matrice dans P5°. On note A = < a b > ,

4.

(692§

c d

Exprimer le discriminant A4 du polynéme caractéristique de la matrice A en fonction
de a,b,c,d.

. Démontrer I'inégalité Ay > 0.

. En déduire que A posséde deux valeurs propres réelles distinctes. En notant Ay, As

ces deux valeurs propres numérotées de facon a avoir A; > Ay, démontrer l'inégalité
)\1 > |/\2’ .

. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (A*);cny admette une

limite lorsque %k tend vers +oo. Dans le cas ol cette limite existe et n’est pas nulle, que
peut-on dire de son rang 7 Proposer une méthode pour calculer cette limite.

Soient \; et Ay deux nombres réels tels que A\; > |\;| . Exhiber une matrice A dans P;°

dont les valeurs propres sont Ay et Ay (Indication : on pourra commencer par traiter le
cas \; = 1).
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— PARTIE Il -

Les matrices de M, sont considérées comme des endomorphismes de C™. Soit A une matrice
de M,, ; on note p(A) le rayon spectral de A, c’est-a-dire le maximum des modules des
valeurs propres de A. Si x est un vecteur de C", on notera Ax image du vecteur z par
P’endomorphisme défini par la matrice A.

IT A : On se propose de démontrer 'équivalence :

p(A) <1 &= lim A*=0.

k—oo

1. Soit 4 un nombre complexe tel que |G| < 1. Soit B une matrice nilpotente dans M,,,
c’est-a-dire qu’il existe un entier naturel £ > 1 tel que B = 0 ; soit €' la matrice 51, + 5.
(a) Pour tout entier k > /, exprimer C* en fonction de 1, B, ..., B*L.

(b) En déduire que la suite (C*),en tend vers 0.
2. Soit A dans M,,.

(a) Soit « une valeur propre de A. On pose F, = Ugen Ker (A — a1,,)F.

1. Justifier que F, est un sous-espace vectoriel de C" et que A(F,) C F,.

ii. Soit A, 'endomorphisme de F, défini par A,(z) = Az, pour = € F,. Dans le
cas ot || < 1, démontrer que la suite (A% )ien tend vers 0.

@
(b) On suppose p(A) < 1. Démontrer que la suite (A*)zen tend vers 0.

(¢) Réciproquement, si la suite (A*)ien tend vers 0, montrer que le module de toute
valeur propre de A est strictement inférieur a 1.

IIB:

1. Soit [4 Pensemble formé par les nombres réels strictement positifs v tels que la suite
((A/7)%) .o tende vers 0. Démontrer que I est Uintervalle |p(A), +-00].

2. On suppose que A admet la valeur propre 1 et qu’il existe deux vecteurs = et ¥ non nuls
tels que Ar = = et Ay = y -+ . Démontrer que la suite (A*y)ren nest contenue dans
aucune partie compacte de C”.

3. On suppose que la suite (A*).en @ pour limite une matrice B non nulle.

(a) Démontrer que p(A) = 1.

(b) Soit « une valeur propre de module 1 de A. Démontrer que la suite (o*)gen converge
dans C et en déduire que o = 1.

(c) Démontrer que le sous-espace vectoriel I défini & la question ITA2(a) est égal 2
Ker (A—1,).



— PARTIE Il —

Dans la suite du probléme, on fait les conventions suivantes:

Soit A = (ai;)(ij)emxm dans M, . Si z est un vecteur de C™ de coordonnées (z,,...,z,), les
coordonnées du vecteur Az sont notées ((Ax)i,. .., (Azx),) ; autrement dit, pour tout entier ¢
dans |n],

"

(Al)l = Zai’]‘l‘j .

J=1

On note w le vecteur de C™ dont toutes les coordonnées sont égales & 1.

. Soit A € P,,. Démontrer que A appartient & S, si et seulement si Aw = w.

. Soient A et B dans P, (respectivement S,). Démontrer que AB est dans P, (respective-
ment S,,).

. Soit AeS,.
(a) Soit B I'ensemble formé par les vecteurs v de coordonnées (vy,. .., v,) tels que, pour

tout ¢« dans [n|, |v;| < 1. Démontrer que B est conservé par A.
(b) En déduire que p(A) = 1.

. Soit A dans P7°N S, .

(a) Soit v = (v1,...,v,) un vecteur propre associé & une valeur propre « de module 1 de
A. Démontrer que les coordonnées de v sont égales et déterminer «. (Indication :
on pourra utiliser une égalité 1 = |37 | a; ;32| pour v; non nul convenablement
choisi.)

(b) Soit v un vecteur de B tel qu'il existe x dans C tel que Av = v+ pw. En considérant
la suite (A*2)en, démontrer que g = 0.

(¢) Démontrer que 1 est une racine simple du polynéme caractéristique de A.

(d) Démontrer qu'il existe une matrice U inversible et une matrice B € M, telles
que p(B) <1 et
(10
A=U < 0 B U.

(e) En déduire que la suite (4%)zen admet une limite quand £ tend vers +oco. Cette
limite est notée L. Quel est le rang de L 7

(f) Démontrer que la limite L de la suite (A*),en s'écrit :

Uy Un ... Uy
I = Uy Uy ... Uy
Uy Uy ... Uy

ol wi, ..., u, sont des nombres réels strictement positifs vérifiant > " u; = 1.
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5.

(g) Démontrer que Ker (A — 1,) est la droite engendrée par le vecteur de coordonnées
('Ub e ./Un> .

(h) Dans le cas particulier ou A et ‘A sont toutes deux dans S,,, expliciter L.
Soit A dans S, .

(a) Démontrer que A est la limite d’une suite de matrices de P;° NS, . (Indication :
on pourra remarquer que si A et B sont dans S, et si t est un nombre réel dans
0,1], tA+ (1 —¢)B est dans S,.)

(b) En déduire que ‘A admet un vecteur propre relatif & la valeur propre 1 dont toutes
les coordonnées sont positives.

(¢) Démontrer sur un exemple que 1 n’est pas en général une racine simple du polynéme
caractéristique de A .

(d) Démontrer sur un exemple que A peut avoir des valeurs propres de module 1 dit-
férentes de 1.

— PARTIE IV -

Dans toute cette partie, on considére une matrice A = (ai;)(,j)emixn), €t on suppose que
AeP;r.

IV A : On se propose de démontrer que p(A) est une valeur propre de A et que le sous-espace
propre associé est une droite engendrée par un vecteur dont les coordonnées sont des nombres
réels strictement positifs.

1.

Soit = un vecteur non nul de C" dont les coordonnées sont des nombres réels positifs.
Démontrer que les coordonnées du vecteur Az sont des nombres réels strictement positifs.

. Soit a un nombre réel. Supposons que, pour tout i dans [n], on ait )7 a;; =

]
Démontrer que « est une valeur propre de A et que o = p(A).

Soit B dans P70 telle que A < B.

(a) Pour tout vecteur « de C" dont les coordonnées (z, .. .,,) sont des nombres réels
positifs, démontrer que
Ar < Br .
k

(b) Soit k un entier naturel > 2. Démontrer que AR < B* .
(¢) En déduire 'inégalité p(A) < p(B).
On pose o = minepm) ()4 @i ;). Démontrer que o < p(A). On pourra considérer la
matrice B = (bi ;). )elnlxn telle que, pour tous entiers i et j dans [n],

i j

bij = el -
sJ n
2 et Gigk

On pose 3 = maxiem| (- @i ;) - Démontrer I'inégalité p(A) < .



6. Soit x un vecteur non nul de C* dont les coordonnées (xy,...,x,) sont des nombres réels
strictement positifs. Soient v et § deux nombres réels strictement positifs tels que

v < Az < 0z .

(a) Soit S la matrice diagonale :

T 0 0
S - 0 Xo
0 0 a,

Justifier que S est inversible et déterminer les coefficients de la matrice S~ AS.
(b) En déduire les inégalités v < p(A4) < 6.
(¢) Démontrer qu'il existe un indice ¢ dans [n] tel que (Azx); < p(A)z;.
7. Soit x un vecteur non nul de C" dont les coordonnées (xy,...,z,) sont des nombres

réels strictement positifs. On suppose que p(A)z < Az. Démontrer que Axr = p(A)z
(Indication : on pourra considérer le vecteur A(Azx — p(A)z)).

8. Soit v une valeur propre de A dont le module est égal & p(A) . Soit v un vecteur propre as-
socié, de coordonnées (vy, ..., v,), et soit z le vecteur de coordonnées (|vy], [vef, . .., [va]) .
(a) Démontrer que = est un vecteur propre de A associé & la valeur propre p(A).
(b) Démontrer que toutes les coordonnées de x sont strictement positives.

(c) En utilisant la matrice S définie dans la question IVA6a associée & ce vecteur
z, démontrer qu’il existe une matrice [/ inversible et une matrice B telles que

p(B) < p(A)et o
A:(]‘1<p0 B)U.

IV B : On étudie le comportement de la suite (A*)en

1. Démontrer qu’il existe un unique vecteur y de C" ayant pour coordonnées des nombres
réels strictement positifs dont la somme est égale & 1 et tel que Ay = p(A)y. De méme,
démontrer qu’il existe un unique vecteur z de C™ ayant pour coordonnées des nombres
réels strictement positifs dont la somme est égale & 1 et tel que Az = p(A4)z.

2. On suppose p(A) = 1. Démontrer que la suite (A*)zen tend vers la matrice L,

L= (yizj)(i,j)e[n]x n]»

ot (Y1,...,Yn) €t (21,...,2,) sont respectivement les coordonnées des vecteurs y et z de
la question IVBL.

3. On suppose p(A4) > 1. Pour tout entier naturel k, on note A* = (ag?)(tj)e[nlx[n] . Pour

tout 7 et j dans |n|, démontrer que la suite (aﬁ?)m tend vers +00.
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— PARTIEV -

Dans cette partie, on prend n = 3.

Pour toute matrice B dans M3, Tr (B) désigne la trace de la matrice B, somme de ses coeffi-
cients diagonaux.

Soit A = (a; ;) <@ € P3Y. On note o, ag, ag les trois valeurs propres complexes de A,
distinctes ou confondues, numérotées de telle facon que oy = p(A).

1.

Démontrer les inégalités Tr (4) > 0 et Tr(A?) > af; + a5, + aj 5. En déduire I'inégalité
3Tr (A%) > Tr(A)?.

Exprimer Tr (A) et Tr (A?) en fonction de oy, ay, as.

On suppose que 'on a a3 = 1 et que as et a3 sont deux nombres complexes conjugués
o =1e et g = e ol t et 7 sont des nombres réels et 0 < 7 < 1.

(a) Démontrer 'égalité 3Tr (A%) — Tr (A)? = 2(1 — 2rcos (t + £))(1 — 2rcos (t — T)).

(b) En déduire que a; est & 'intérieur d'un triangle inscrit sur le cercle unité ; préciser
la nature et les sommets de ce triangle.

Réciproquement, posons a; = 1, ap = re et a3 = re™%, ol ¢ et r sont des nombres réels
et 0 <7 < 1.On suppose que s est a 'intérieur du triangle trouvé & la question V3.
Démontrer que 1, as, a3 sont les valeurs propres d’une matrice de P5°. Indication : On

pourra considérer la matrice :

1+ 2rcos(t) 1-—2rcos(t+%) 1—2rcos(t— %)
= 1—=2rcos(t—3%) 1+2rcos(t) 1—2rcos(t+ %)
1 —2rcos(t+ %) 1—2rcos(t—3) 1 + 27 cos(t)

. On admet que, si a1, oy et as sont trois nombres réels qui satisfont aux conditions

<1, lagl <1, a1 + g + oz > 0,

C\(1:1, (01))

il existe une matrice A dans P:° dont les valeurs propres sont a, v, et as.
3 P ) W2

Compte tenu de cela et des questions précédentes, décrire 'ensemble S formé par les
triplets (a1, s, cv3) de C® tels qu’il existe une matrice 4 dans P;° dont les trois valeurs
propres complexes distinctes ou confondues, sont «, g, 3, numérotées de telle fagon
que oy = p(A).

FIN DU SUJET
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