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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
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Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumérique ou a
écran graphique — a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément a la
circulaire n® 99-186 du 16 novembre 1999.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique
est rigoureusement interdit.

Dans le cas ot un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis en-téte détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de

signer ou de identifier.
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Le sujet est constitué de quatre exercices indépendants.

Le premier exercice est un test vrai-faux avec justification.

Le deuxieme exercice traite des variations d’une fonction et de calculs de limites d’une
intégrale et d’'une suite.

Le troisieme exercice porte sur des calculs de probabilités.

Le quatriéme exercice traite de |'image d’une configuration particuliére du plan par
une homographie.



Exercice 1

Préciser pour chacune des propositions indépendantes qui suivent si elle est vraie ou fausse
puis justifier la réponse.

Proposition 1 :

Pour tous nombres réels x et y, ona x* —xy+ y* >0.

Proposition 2 :
On considére la suite (u,),_y définie par les conditions suivantes :

u, =1 et, pour tout nombre entier naturel n, u,,, =2u, +2".
Alors, pour tout nombre entier naturel », on a :

u, =(n+2)2"",
Proposition 3 :
On considére les fonctions fet g définies en tout nombre réel x par f(x)=x" et g(x)=2x".

Dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé direct (O, 7, j), onnote C, et C, les courbes
représentatives de fet de g. On appelle /# I’homothétie de centre O et de rapport 2.

Alors la courbe C, est I'image par I’application 4 de la courbe C -

Proposition 4 :
Dans le plan muni d’un repére (O, i j:), on considére, pour tout nombre réel m, la droite D,
d’équation :

D, :(3m+5)x—(2m+6)y=m+1.

Alors toutes les droites D,, sont concourantes en un méme point.

Proposition 5 :

Soit (u,),.y une suite de nombres réels non nuls.

un+!

Si lim =1 alors lim (u,,, —u,)=0-

n—tes gy n—3+ea n
n
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Exercice 2

On considére la fonction f'définie pour tout nombre réel x strictement positif par

f(x)= xzz—l —In(x).

Partie A : étude de la fonction f

1. Etudier les variations de la fonction £ On précisera en particulier la fonction dérivée, son
signe et les limites aux bornes de I’ensemble de définition. Les résultats seront consignés
dans un tableau de variation.

2. La courbe représentative de la fonction f admet-elle une droite asymptote ? Si oui, en
préciser une équation cartésienne.

3. Donner une représentation graphique de la fonction fdans un repére correctement choisi.
g : 1
4. Soit @ un nombre réel dans I'intervalle |0;1]. Calculer_[ f(x) dx et en donner une
a
interprétation graphique.

. . 1 ion
5. Déterminer la limite de j f(x) dx lorsque a tend vers 0 par valeurs supérieures.
a

Partie B : limite d'une somme et d'une suite

n
. - S 1 -
Pour tout nombre entier naturel » supérieur ou égal a 2, on pose §, =— E i3 (i) :
L
1. Soit » un nombre entier supérieur ou égal a 2.

Montrer que pour tout nombre entier j tel que 1< j<n—1 ona:

Lr(E)s [ reodes o (2).

n

2. En déduire que, pour tout nombre entier naturel » supérieur ou égal a 2, ona:

Iﬁ'f(x) dr<S, s%f&% Ef(x) dx.

3. Endéduire que la suite (S,) _ est convergente et déterminer sa limite.

nz

. - +1)(2n+1
4. Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul », Z kA= Bt D@nt 1) ) :

P 6
. ! ; 1)(2n+l) n" n
5. Endeéd : PN ntl)2ntl) L (n") B
n déduire que ;f(n) o +In 172

6. En déduire la limite quand » tend vers +oo de lln [n_l]
n |\ n!



Exercice 3

Dans une usine, on effectue deux opérations indépendantes sur des piéces avant d’obtenir un
produit fini que I’on doit calibrer.

1. La premiére opération est un tournage. Elle est effectuée a I’aide soit d'une machine M,
soit d'une machine M, , ces deux machines effectuant le méme travail.
Chaque jour 1500 piéces différentes sont tournées par la machine M, ; 0,2% d’entre elles

sont défectueuses.
Chaque jour 3500 piéces différentes sont tournées par la machine M, ; 0,3% d’entre elles

sont défectueuses.

1.1. A I'issue de cette premiére opération, on choisit une piéce au hasard dans le lot des
5000 pieces tournées sur une journée par les deux machines M, et M, . Quelle est la
probabilité que cette piéce soit défectueuse ? On peut s'aider d'un arbre ou d'un
tableau.

1.2. On suppose dans cette question que la piéce choisie est défectueuse. Quelle est dans
ce cas la probabilité qu’elle ait été tournée par la machine M, ?

2. La seconde opération est un fraisage. L expérience montre que 2% de ces fraisages sont
mal effectués. On préléve au hasard n piéces d’un lot de pieces fraisées. On appelle Y la
variable aléatoire qui donne le nombre de piéces mal fraisées trouvées lors d’un
prélévement de n piéces du lot. Puisque ce lot contient une grande quantité de piéces
fraisées, on assimile ce prélévement de » piéces a un tirage avec remise de » piéces.

2.1. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire Y ? Donner son espérance et
son écart type en fonction de ».

2.2. Dans cette question n=5. Quelle est la probabilité que, parmi les cinq piéces
prélevées, exactement deux piéces soient mal fraisées ?

2.3. Dans cette question #=100. On peut alors approcher Y par une variable aléatoire Yp
qui suit une loi de Poisson de paramétre 2. Quelle est alors la probabilité que, parmi
les 100 pieces prélevées, il n’y en ait pas plus de 2 qui soient mal fraisées ?

3. A l’issue des deux opérations de tournage et de fraisage le volume ¥ de la piéce obtenue

doit étre de 502 cm’ . Le volume ¥ suit une loi normale de moyenne m =502 et d’écart-

type o0=5.

La piéce est mise au rebut si le volume n’est pas compris entre 496 cm’ et 508 cm’.

. V- . p—
Sachant que la variable X = L suit la normale centrée réduite (dont un tableau de

o
valeurs est donné en annexe), calculer la probabilité qu’une piéce obtenue soit mise au

rebut a cause de son volume.
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Exercice 4

On note C I’ensemble des nombres complexes.
On consideére les applications £ g, s et # définies, lorsque cela a un sens, par :

f(z):%{, g(z)= s()=(1-)z=3 et 1(z) = 2+i.

Soit F la transformation du plan complexe associée a f, c’est-a-dire I’application qui

transforme le point M d’affixe z# —i en le point F'(M) d’affixe f(z).

On définit de méme G, S et T les transformations du plan complexe associées respectivement

aux applications g, s et . Ainsi, si M est le point d’affixe z, G(M),S (M) et T(M) sont,

lorsque cela est possible, les points d’affixes respectives g(z),s(z) et 7(z).

Préciser la nature géométrique de la transformation 7 et caractériser cette transformation.

2. Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude S.

3. L’une des trois égalités suivantes est correcte : f=fogos, f=so0gecl et f=gosol.
Préciser laquelle en justifiant la réponse.

4. Vérifier que fest une bijection de C\{-i} dans C\{-3} et expliciter son application
réciproque f'.

5. Soit D I’ensemble des points M d’affixe z tels que : (1-2i)z+(l +2i)z+6=0. Donner

une €quation cartésienne de D puis en déduire la nature et les éléments caractéristiques de
I’ensemble D.

6. Représenter dans le plan complexe I'ensemble D et son image D, par la transformation 7.
On pourra prendre 2 cm pour unité graphique.

7. On admet que G, la transformation du plan complexe associée a I’application g,
transforme toute droite ne passant pas par l'origine en un cercle passant par 1’origine mais
privé de l'origine.

Déterminer 1'image C; de I’ensemble D, par I’application G. On pourra par exemple
utiliser les points d’intersection de I’ensemble D, avec les axes de coordonnées.
Représenter I’ensemble C, sur la figure de la question précédente.

8. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de I’image C; de I’ensemble C,; par la
similitude S. Représenter I’ensemble C, sur la figure.

9. Les ensembles C; et D sont-ils tangents ? Justifier la réponse.



La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité f(x)=

ANNEXE

¥
1 Py

Ny

Extraits de la table de la fonction intégrale de la loi normale centrée réduite N (0 ; 1) :

M(x)=P(X<u)=[_f(x)dx

0 u
u 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 05359
0,1 05398 05438 05478 05517 05557 05596 05636 05675 05714 05753
0,2 05793 05832 05871 05910 05948 05987 06026 06064 06103 06141
0,3 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0,4 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 06879
0,5 06915 06950 06985 07019 07054 07088 07123 07157 07190 07224
0,6 07257 07290 07324 07357 07389 07422 07454 07486 07517 07549
0,7 07580 07611 07642 07673 07704 07734 07764 07794 07823 07852
0,8 07881 07910 07939 07967 07995 08023 08051 08078 08106 08133
0,9 08159 08186 08212 08238 08264 08289 08315 08340 08365 08389
1,0 | 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08599 08621
1,1 08643 08665 08686 08708 08729 08749 08770 08790 08810 08830
1,2 08849 08869 08888 08907 08925 08944 08962 08980 08997 09015
1,3 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1,4 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
1,5 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429 09441
1,6 09452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 09525 09535 09545
1,7 09554 09564 09573 09582 09591 09599 09608 09616 09625 09633
1,8 09641 09649 09656 09664 09671 09678 09686 09693 09699 09706
1,9 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
2,0 09772 09779 09783 09788 09793 09798 09803 09808 09812 09817
2,1 09821 09826 09830 09834 09838 09842 09846 09850 09854 09857
2,2 09861 09864 09868 09871 09875 09878 09881 09884 09887 09890
2,3 09893 09896 09898 09901 09904 09906 09909 09911 09913 09916
2,4 09918 09920 09922 09925 09927 09929 09931 09932 09934 09936
25 09938 09940 09941 09943 09945 09946 09948 09949 09951 09952
2,6 09953 09955 09956 09957 09959 09960 009961 09962 09963 0994
2,7 09965 09966 09967 09968 09969 09970 09971 09972 09973 09974
28 09974 09975 09976 09977 09977 09978 09979 09979 09980 0,998 1
2,9 09981 09982 09982 09983 09984 09984 09985 09985 0,9986 09986
Table pour les grandes valeurs de u :
u 3,0 3,1 32 33 34 35 36 38 4,0 45
1) 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 099976 | 0,999 841 | 0,999 928 | 0,999 968 | 0,999 997




