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SESSION DE 2008

CONCOURS INTERNE o
DE RECRUTEMENT DE PROFESSEURS AGREGES

ET CONCOURS D’ACCES A L’ECHELLE DE REMUNERATION

Section : MATHEMATIQUES

PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durée : 6 heures

Calculatrice électronique de poche — y compris programmable, alphanumérique
ou a écran graphique -, a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée
conformément a la circulaire n°99-186 du 16 novembre 1999.

L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre
matériel électronique est rigoureusement interdit. '

Dans le cas ou un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis en-téte détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de
signer ou de 'identifier.
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Notations

On désigne par C le corps des nombres complexes.

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. On désigne par E* l'espace vectoriel dual
de E. On désigne par End(E) lalgébre des endomorphismes de E et par GL(E) le groupe des
endomorphismes inversibles de E. On note 1g Dlapplication identique de E.

ty P'endomorphisme de E* transposé de u ;si X est

Si u est un endomorphisme de E | on note
une partie de End(E), on note *X D'ensemble des transposés des élements de X.

Soit u une application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F et soit z un
vecteur de E. Pour alléger les notations, il nous arrivera d’écrire wa pour désigner 'image w(z) du
vecteur x par l'application w .

Soit n un entier 22 1 ; on désigne par M,(C) l'algebre des matrices carrées complexes & n lignes
et n colonnes. On note E;; la matrice de M,(C) dont tous les coeflicients sont nuls excepté celui de
la ¢ -éme ligne et j -iéme colonne qui est égal & 1. On note GL(n,C) le groupe des matrices inversibles
et 1, la matrice unité de M,(C).

Soient A et B deux C-algebres possédant chacune un élément unité; un morphisme unitaire

d’algébres de A dans B est une application C-linéaire qui préserve les produits et les éléments unités.

Les deux premiéres parties sont indépendantes. La siziéme partie est indépendante des précédentes.

Partie I

1) Soit W un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient pi,...,p, des endomorphismes de W .
Pour i =1,...,n, on note W; l'image de p; .

Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’espace vectoriel W est somme directe des sous-espaces W, et, pour i = 1,...,n, p; est le
projecteur d’image W; parallelement a la somme directe des W;, 7 #1.

(i) Pour ¢ =1,...,n,ona p;>=p; ;pour j#i,ona p;pj=0;ctona py+...+p,=ly.
2) Soit toujours W un C-espace vectoriel de dimension finie, soit n un entier > 1 et soit
p: My(C) - End(W) un morphisme unitaire d’algebres.

a) Pour ¢ = 1,...,n, on note p; Pendomorphisme p(E; ;). Démontrer que les endomorphisimes p;
satisfont a la condition (ii) de la question (I.1).

b) Pour i =1....,n, on note W; limage de p;. Démontrer que la restriction de p(E;;) a W;
induit un isomorphisme de W; sur W;.

¢) Dans la suite de cette question, on fixe une base (wi,...,w,) del'espace vectoriel Wy . On pose

v = Wy, Vg = p(Eg’l)’wl, cee N Uy = p(En,l)wl.
Démontrer que la famille (v1,...,v,) est libre et que, pour tous entiers s, ¢ et k compris entre 1 et
n.ona
P(Es,t)vk = Jt,k'v.sa

ou le symbole de Kronecker & vaut 1 lorsque £ =Fk, et vaut 0 sinon.



_3_

d) Plus généralement, pour 1 < j <7, on note V; le sous-espace vectoriel de W engendré par
TXT

les vecteurs p(Eg1)w;, pour k=1,...,n. Démontrer que W est somme directe des sous-espaces V;,

1<j<r.

¢) Démontrer qu’il existe une base de 'espace vectoriel W dans laquelle, pour toute matrice

M € M, (C), la matrice de 'endomorphisme p(M) est la matrice diagonale par blocs

M 0 --- 0
) 0 M --- 0\
diag (M,...,M)=| . . :
0o 0 --- M)
Partie 11

Dans cette partie, on désigne par E un C-espace vectoriel de dimension finie. On dit qu'une partie
X de End(E) est irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par tous les éléments de
X sont {0} et E.On désigne par A une sous-algebre irréductible de End(E) qui contient 1g, et on

se propose de démontrer qu’elle est égale & End(E) .

1) Solent u et v des éléments de End(E) qui commutent entre eux. Démontrer que tout sous-espace

propre de 'un est stable par l'autre.

2) Soit X une partie irréductible de End(E) . Démontrer que 'ensemble des endomorphismes de E qui

commutent & tous les éléments de X est 'ensemble des endomorphismes scalaires.

3) Rappelons que A est une sous-algébre irréductible de End(E) contenant 15 . Démontrer que A

est une sous-algeébre irréductible de End(E*) .
4) Soit # un vecteur non nul de E. Préciser a quoi est égal le sous-espace vectoriel Az de E .

5) Soit v € End(E) un endomorphisme de rang 1. Démontrer qu’il existe un vecteur y de E et une

forme linéaire £ € E* tels que 'on ait u(z) = £(z)y pour tout z € E.

6) Démontrer que, si I'algebre A contient un endomorphisme de rang 1, alors elle les contient tous. En

déduire que l'on a alors A = End(E).

7) Dans cette question, on suppose que A contient un endomorphisme » dont le rang r est > 2, et on
sc propose de démontrer qu’il existe un endomorphisme u’ € A, non nul, dont le rang est strictement

plus petit que r .

a) Démontrer qu'il existe z et y dans E et v dans A tels que le couple de vecteurs (u(z),u(y))

soit libre et que l'on ait vu(z) =y .

b) Démontrer qu’il existe alors A € C tel que la restriction de endomorphisme uwv — A1y al'image
] q P E g

w(E) de w ne soit ni injective ni nulle.

¢) Vérifier que l'endomorphisme ' = uvu — Auw convient.

8) Démontrer finalement que 'on A = End(E) .
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Partie II1

Soit m un entier = 1. On appelle dérivation de M, (C) toute application linéaire d de M, (C)

dans M, (C) telle que, pour tous X et Y € M,,(C}, on ait
d(XY) =d(X)Y + X d(Y).

1) Soit A € M,(C) ; démontrer que l'application dy de M,{C) dans M,(C) définie par

da

(X)) = A
AN

<y e

— XA,

est une dérivation.

2) Dans cette question, on se propose de démontrer que toute dérivation de M, (C) est de la forme

ci-dessus.

a) Soit d: Mp(C) — M,(C)} une dérivation. Démontrer que l'application p de M,(C) dans
Msp(C) définie par
(X dX)
est un morphisme unitaire d’algébres.

C D

b} Démontrer qu’il existe une matrice inversible P = (

A B) ou A, B, C, D appartiennent
a M,(C), telle que l'on ait, pour tout X € M,(C),

Pp(X) = (;‘ 2) P.

¢} Conclure.

Partie IV

Soit n un entier > 1. Pour toute matrice M € M,,(C), on note Tr(M) la trace de M, somme
des coeflicients diagonaux de M.
1) a) Démontrer que 'application 9 de M,(C) x M,,(C) dans C définie par
P(X,Y) = Te(XY),

b) Démontrer que, si (X1,...,X,2) est une base de l'espace vectorie]l M, (C), il existe une autre

base (X{,...,X/2) de My(C) telle que, pour tous entiers i et j compris entre 1 et n*, on ait

P(Xi, X5) = di g (symbole de Kronecker).

2) Démontrer que, pour toute matrice A € M,(C), on a

> XiAX, =Tr(A)1,.
1<ign?



Partie V

On considére dans cette partie un sous-groupe G de GL(n,C) ayant la propriété suivante :
(P) Il existe un entier m = 1 tel que l'on ait g™ = 1,, pour tout g € G.

On fixe 'entier m.
1} Démontrer que chaque élément g de G est diagonalisable. Que peut-on dire de ses valeurs propres ?
2) Démontrer que Vensemble {Tr(g), g € G} est fini.
3) On suppose, dans cette question, que 'ensemble G, considéré comme ensemble d’endomorphismes
de C" (en identifiant M, (C) et End(C™) ), est irréductible.

a) Démontrer que 'ensemble G contient une base de 'espace vectoriel M,,(C).

b) Démontrer que 'ensemble G est fini (on pourra utiliser les questions (IV.1) et (V.2)).

4) Dans cette question, on ne suppose plus que Uensemble G soit irréductible.

et 1ine base de Vespace vecto
TL ULLC Dade U 1 CDPQK,C (41

7}

ou T(g) € Mp(C) et V(g) € My(C).

b) Posons Gy = {g € G, T(g9) = 1,} et Gs = {g € G, V(g) = 1,} . Démontrer que G; et Go sont
des sous-groupes distingues de G .

Déterminer Gy NGy .

¢} Soient K un groupe et H un sous-groupe de K. L'indice de H dans K est le cardinal de
Pensemble quotient K/H. Etablir le résultat général suivant .
Soient K un groupe, Ky et Ky des sous-groupes distingués de K, tous deux d’indice fini dans K ;
alors 'indice de K; NKy dans K est fini.

d) Conclure.

Partie VI

Soient n et m des entiers 2 1. Solent A € M,(C) et B € M, (C) ; on définit la matrice

AxBe¢ Mnm(C) par
B At B

anlB a’n‘ZB o (’Jn/n )
1) Démontrer que I'application ¢ de M,,(C) x M;,,(C) dans M,,,,(C) définie par ¢(A,B) = A* B est

bilinéaire et satisfait a

pour tonutes matrices A, A’ € M,

2) Démontrer que U'image de I'application ¢ engendre lespace vectoriel M,,,,(C) .
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On suppose désormais n =m.

3) Posons
P= Z E.i,j * Ej;,;.

1<ij<n
/ ; 2
a) Démontrer que 'ona P? =1, .
b) Démontrer que, pour toutes matrices A, B € M, (C), on a

P(AxB)P =B+« A,

4) Solent A et B € M, (C).

a) Calculer la trace et le déterminant de la matrice A *B.

b} Déterminer les valeurs propres de A x B en fonction de celles de A et de'B.

NATIONALE - 8000139 - D’aprés documents fournis

IMPRIMERIE




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Europe ISO Coated FOGRA27)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks true
      /AddPageInfo true
      /AddRegMarks true
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName <FEFF005B004800610075007400650020007200E90073006F006C007500740069006F006E005D>
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MarksOffset 8.503940
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


