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Calculatrice électronique de poche — y compris programmable, alphanumérique
ou a écran graphique -, a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée
conformément a la circulaire n°99-186 du 16 novembre 1999.

L'usage de ftout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre
mateériel électronique est rigoureusement interdit.

Dans le cas ou un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypotheses, il vous est demandeé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis en-téte détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de
signer ou de Uidentifier.
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Introduction et notations

Dans ce probléme, on note N ’ensemble des nombres entiers, R le corps des nombres réels.

On dit qu'un endomorphisme T d'un espace vectoriel est nilpotent s’il existe un nombre entier s > 0
tel que T* =0.

Si f est une fonction de classe C*° de la variable réelle et » un entier > 0, on note f™ ou

dTLf

——~ la dérivée n-ieme de la fonction f.

dz
Si ¢ est une fonction de classe C*® de la variable z = (z1,...,2,) définie dans une partie ouverte
de R™, on note —ézg— la dérivée partielle de ¢ par rapport a la variable @;, pour 1 <i < n.

#
Pour des entiers p et n tels que 0 < p < n, on définit les coeflicients binomiaux par

! —1) ... (n—
") = " = n(n—1) (n=pt1) pour 0 <p<mn, ") (") =1
p pl{n — p)! p! 0 n

L'un des objets de ce probleme est la démonstration et Uapplication de la formule de réversion de

Lagrange qui permet de calculer, dans certains cas, la dérivée n-ieme d'une fonction réciproque.

On étudie d’abord la suite (un)nz1 dont le terme général est I'unique solution > 0 de 'équation
(En) "+ —1=0.

Dans un premier temps, on établit directement une expression explicite de u,, comme somme d’une série
convergente (parties I et IT).
On établit ensuite la formule de réversion de Lagrange (partie III).

On applique enfin cette formule pour obtenir une autre démonstration de 'expression de u,, (partie IV).
ppliq % p I

On rappelle les résultats suivants qui pourront étre utilisés sans démonstration :

A) Lorsque Uentier n tend vers 4oo, on a 'équivalence (formule de Stirling) :
! ~n"e " 2n .

B) Pour tout entier ¢ > 1, la série entiére
n -1
' n
n20
a un rayon de convergence ¢gal a 1 et, pour —1 <z < 1, sa somme est égale & 1/(1+z)?.

C) Le théoréme des fonctions implicites pour une fonction F de classe C®, définie sur R®, peut
s’énoncer ainsi :

On suppose qu'en un point (zg,yo,2) de R*®, on a

OF .
Flzo,90,20) =0 et gg(xoayo-ﬁo)#o-

1l existe alors un voisinage ouvert U de (zg,79) dans R2 . un voisinage ouvert V de zy dans R et
0+ Y0 £ 0

une fonction ¢ : U — V caractérisée par la condition

V(iz,y) e U, Vz eV, (Flz,y,z) =0+ z = p(z,y)).



La fonction ¢ est de classe C™° sur U et pour tout point (a,b) de U, ona
Fla,b,p(a.b)) =0,

ainsi que les relations

B
o Elabyplab) o 5y (4,0, 1))
6( b)) = =g F(a’b):"%‘—%'
z z;‘;(“sbdp((lsb)) Y E(stﬁ(ﬁ(awb))
On dit que la fonction ¢ est définie implicitement sur U par la relation F(z,y,z) =0.
oo few]
D) Soit (@n,k)(n,kyeNxn une suite double de nombres réels. Si la somme Z (Z |a,n,k|> est finie, alors
n=0 k=0
les trois expressions
S (S Yo S w).
n=0 k=0 k=0 mn=0 q=0 n+k=gq
jsue] oG
ont un sens et sont égales. Leur valeur commune est notée Z Z s -
n=0 k=0

E) Soit R un nombre réel > 0. Si les fonctions f et g sont sommes de séries entiéres convergentes
dans Vintervalle | - R,R[, leur somme f + g et leur produit fg sont aussi sommes de séries entiéres

convergentes dans le méme intervalle.
I . La suite (uy)
1) Démontrer, pour tout entier n > 1, 'existence d'une unique solution réelle > 0 de I'équation

(En) 2"+t 1 =0.

Cette solution est notée u,, . Démontrer que l'on a 0 < up, < 1.
2) Démontrer que la suite (uy)n»1 est strictement décroissante.

3) Démontrer que, pour tout entier n > 1, on a
wrtt — 2u, +1=0.

4) a) Calculer wusy .

[N RRE

b) Démontrer que la suite (uy)n»1 tend vers

5) Pour » > 1, on pose &, = un — — . Démontrer que ne, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

2

6) En déduire, a l'aide de la question (1.3}, le développement asymptotique suivant de wu,, pour n

1, 1
Un =5t ioa o\ )

7) a) Déterminer le plus petit entier s > 1 pour lequel on a

tendant vers +oo :

1
0<ug — 5 < 1072,
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_4_

. . . 1 1
Pour cela, on pourra déterminer, avec une calculatrice, le signe de f,, ( 5 + Tog ) Powr n= 2,3,...,0u
fr est la fonction définie par
g SRV S g

folz)=a" +a" 4+ -1

b) Ecrire en francais une procédure qui, pour un entier p > 1 donné, permet de déterminer le plus
petit entier s pour lequel on a

0<u, —— <1072,

LD =

On pourra utiliser les fonctions ¢, définies par

ng(i’/") =(z-1) ff&('L)

8) On se propose de démontrer Uinégalité suivante, valable pour tout entier n > 1 :
(1) Un € 5+

a) En utilisant la fonction g, définie dans la question (1.7), démontrer que linégalité (1) est
équivalente a I'inégalité suivante :

1 n™

2n+1 = (n+ 1)71,+1'

(2)

b) Pour # > 0, on pose
Ple) =(z+1)n(e+ 1) — zlo(z) — (& + 1) In(2).

Etudier la variation de la fonction ¢ et en déduire l'inégalité (2).

c o L
9) a) Démontrer I'inégalité 5 Swa <y

b) En déduire que Uon a, pour tout entier n > 4, U'inégalité

U, n
< .
2(1 —uq) n+1

IT . Expression de %, comme somme d’une série

Dans cette partie, on se propose d’établir, lorsque 'entier p est assez grand, Uexpression suivante de

up comme somme dune série convergente :

ad 1 n(p+1)

n=1

(Ty) Uy =

| =

1) Soit p un entier 2 1. Oun note S, la série entiere définie par
.

1 n,(p+1)\ "
sp(z)zzé—rz( v )J: :

nzl



a}) Démontrer que le rayon de convergence p, de la série entiere S, est donné par

P’

=

b) Démontrer que, pour p = 2, la série du second membre de la relation (T,) est convergente. [On
utilisera la question (1.8).]

2) a) Démontrer, par récurrence sur 'entier n > 1, I'égalité

Z ‘?k 1 2(n +2) 2(n+1)
k92k+1 —1 - 2 (n + 1) 22n+3 n :

b) En déduire la relation (T;).
3) On a admis dans les Préliminaires que, pour tout entier ¢ > 1, la série entiére
n 1
S (M) e
nz0

a un rayon de convergence égal & 1, et que, pour z €] — 1,1[, sa somme est égale & 1/(1 + z)¢

En déduire, pour n 21, p21 et « €]~ 1,1, I'égalité

(1+ ;D);L(p-i—l) = Z (—1)* ("(p - 13 TR l) "k,
N k=0

4) Pour p > 1, on pose
vy = 2u, — L.
a) Démontrer que 'on a
Up _ 1 .
(14 wv,)ptt T el

b) Déduire de ce qui précede que l'on a, pour p =2 et n > 1, I'égalité
jur 1 I ) g

1 ok (P D) =T
27»(;o+1)zz(—1) ( k o

k=0

3) Dans toute la fin de cette deuxie¢me partie, on fixe 'entier p > 4, et on pose
_ NP ep ) AR -1 e+ DN g
L 2n k n-1 )% -

a) Démontrer la relation

T i () +1 oo >
(Up) Z n p+1)+1 (ng)ﬁ 1 )) = 21 (;}an,k) .

b) Démontrer que, pour tout n = 1, la série E [an r| est convergente et déterminer sa somime.
k20

oG >0
¢) En utilisant les questions (1.9) et (IL.1), démontrer que la série Z (Z |an!k|) est convergente.
k=0

n=1
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6) Soient ¢ un entier 2 2 et Ry.1[X] le R -espace vectoriel des polynomes a coefficients réels dont le
degré est < ¢—1. On note A, lapplication qui, & un polynéme P(X) de degré < g—1, associe le
polynéme P(X + 1) —P(X).

a) Démontrer que A, est un endomorphisme nilpotent de R,_1[X].
b) En déduire que, si P est un polynéme de degré < g—1,0on a
¢

> (=1 (‘JZ) P(X +j) =0.

=0

7) a) Soit toujours ¢ un entier > 2. En utilisant la question précédente, démontrer que la somme Y an
étendue aux indices (n.k) telsque n 21, k20 et n+k=q+1, est nulle.

b) En déduire la relation (T,) pour p > 4.

8) On fixe toujours U'entier p = 4. Pour tout entier n 2 1, on pose

\ - 1 n(p+1)
T o on(ptDHI o1 )

a) Démontrer I'existence d'un nombre réel p, appartenant & lintervalle ]0,1] tel que I'on ait

Ang1 ~ ppAn  lorsque n tend vers +oo.

b) Démontrer que la série E Ap est convergente et que son reste

nzl
o0
‘ 1 kE(p+1)
Rp(n) - Z kzk(p+l)+1 ( k _ 1
k=n-1
satisfait a I'équivalence Rp(n) ~ at An lorsque n tend vers +oo.
~ Hp

IIT . Réversion de Lagrange

Dans cette partie f et ® désignent deux fonctions de classe C* définies sur R et & valeurs réelles.
Pour z, t et y € R, on pose

F(.’B,t,y) =t—y+ J)@(y)

1) a) En utilisant les rappels du Préliminaire, démontrer qu'il existe un voisinage U de (0,0) dans R?
et une fonction ¢ : U —+ R de classe C>, telle que ¢(0,0) =0, et F(z,t,o{z,t)) =0 pour (z,t) € U.

b) Démontrer que P'on a dans U D'égalité

Do Op
= (® ha i
(Qogp) 2,
2) On définit la fonction u dans U par v = fop.

a) Vérifier que la fonction u est de classe C™ et satisfait a Pégalité

Ou Ou
9z (@oyp) o



b) Plus généralement, démontrer, par récurrence sur entier n > 1, que l'on a

o"u on—1 Ou
Dz o1 (((I)w) 6t)

¢) En déduire que l'on a, pour tout entier n > 1 et pour (0,t) € U, l'égalité

O™u dr—1t n g
o (0,6) = T (B(0)" 1))

3) Soit g : R — R une fonction de classe C* telle que g(0) =0 et g'(0) # 0

a) Justifier que 'on peut définir une fonction ¢ dans un voisinage de 0 dans R par

o(s) = 0] st s #0,
1 .
g'(0)

Q

o(0) =

b) Démontrer que la fonction o est de classe C! au voisinage de 0.

¢) Plus précisément, démontrer que la fonction o est de classe C*>° au voisinage de 0 dans R . [Pour

1
cela, on pourra calculer et utiliser 'intégrale / g'(st)dt ]
0

4) Dans la fin de cette partie du probléme, on conserve la fonction g de la question (II1.3). Expliquer
Pexistence d’un intervalle J, voisinage de 0 dans R, et d’une fonction h, de classe C™ sur g(J), qui

soit réciproque de la restriction g|J.

5) Les résultats des questions (II1.1) et (IIL.2) restent valables lorsque la fonction ¢ n’est définie que
dans un voisinage de 0 dans R car d’emblée on n’a utilisé que des propriétés locales de la fonction @ .
On pourra utiliser ces résultats dans ce cadre plus étendu.

Dans cette question, on prend pour fonction f la fonction identique (caractérisée par f(z) =z ) et

pour fonction @ la fonction ¢ définie dans la question (IIL.3).

a) Démontrer que l'on a alors ¢(z,0) = h(z) pour z voisin de 0.

dnh dn— 17 .n
ot " (")

d:c"' dtn—1

b) Démontrer que, pour tout entier n prennent la méme valeur

au point 0, ¢’est-a-dire

d™h dn (o™
om0 = = (0)

Cette relation constitue la formule de réversion de Lagrange.

6) Plus généralement, démontrer, pour tout entier n > 1 et pour toute fonction f de classe C* sur

R, la relation
d™(foh)

dz™

dn—»l ((Tnf')

(0) = dgn—1

(0).
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IV . Application & la suite (u,)

1) Pour p>21 et z € R, & # ~1, on pose
b
(14 z)ptl

Rappelons que p, désigne le rayon de convergence de la série entiere S, calculé dans la question (I1.1).

() =

Démontrer que la fonction 7, réalise un homéomorphisme de lintervalle [(), —] sur D'intervalle
p
s . e 1 ye
[0, pp] , et un difffomorphisme de classe C de 'intervalle [0, «[ sur l'intervalle [0, pp],
Yy

2) Pour p 2= 1, on note w,:[0,pp] = R la fonction réciproque de la restriction de la fonction 7, &
Uintervalle [O, "] . Démontrer, a 'aide de la formule de réversion de Lagrange, que 'on a, pour tout

entier n > 1,

wf}n)(O) 1 (n(p+ 1))

n! T n n—1

3) Soit E @, une série a termes > 0. On suppose qu'il existe un nombre réel a > 1 tel que 'on ait
nzl

%:1~g+o(£).

Ay, n n

On se propose de démontrer que la série E an est convergente. Pour cela, on choisit un nombre réel 3
nzl
tel que 1 < < a, et on consideére la série de terme général b, = 1/n” .

a) Dire pourquoi la série g b, est convergente.
n2l

b) En déduire que la série _;_ an est convergente.
nzl

4) On a introduit dans la question (II.1) la série entiere S, définie par

s =25 ("))

nl

et on a calculé son rayon de convergence py .

Démontrer que cette série entiere est convergente sur tout Uintervalle [—p,, pp].
5) On se propose de démontrer I'égalité w, =25, sur U'intervalle [0, p,].

a) Démontrer que les fonctions  — 2S,(z) — 2 (1 +2S,(2))P*! et @ wy(z) — 2 (1 + wy(z))P+?
ont mémes développements limités a tous ordres, au voisinage de 0.

b) En déduire que, pour tout = € [0,p,], ona 2S,(z) —a (1 +2S,(z))P™ =0.

¢) En déduire que 'on a w, = 2S5, sur l'intervalle [0, p,].
6) a) Vérifier que le nombre réel v, défini dans la question (I1.4) appartient a U'intervalle [0, 1} pour
p=1l. g
b) Déduire de ce qui précede une autre démonstration, pour p = 1, de la relation

= 1 n(p+1)
+ 2-:1 n 2n(p+1)+1 ( n—1 :

SR

(Tp) Uy =

de la partie II de 'énoncé.
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